Elementy logiki matematycznej

Jedli potraktujemy matematyke jako jezyk — sztuczny, lecz wcigz posia-
dajacy alfabet (symbole matematyczne) oraz zdania (twierdzenia) — to
logike nalezy uznac za jego gramatyke, czyli zbér regut nim rzadzacych.
Samo stowo logika wywodzi si¢ z greckiego logos (gr. A6yoo), ktére ma
wiele znaczen, m.in. ,, uzasadnienie”, ,przyczyna”, ,wypowiedz” oraz
,,stowo.”

Niniejszy rozdzial poswiecimy podstawom logiki matematycznej. Roz-
poczniemy od rachunku zdan, a nastepnie przejdziemy do rachunku
predykatéw. Warto jednak zaznaczy¢, Ze nasze podejécie nie bedzie w
pelni Sciste — w wielu miejscach zastosujemy uproszczenia.

1.1 Rachunek zdan — wprowadzenie

Jak sama nazwa wskazuje, rachunek zdan zajmuje si¢ badaniem zdan
oraz relacji miedzy nimi. Nie bedziemy analizowaé wszelkich mozliwych
wypowiedzen, lecz skupimy sie wylacznie na tzw. zdaniach w sensie
logicznym (zwanych réwniez zdaniami logicznymi), czyli takich zdaniach
w sensie gramatycznym, ktére sa oznajmujgce i mozna im przypisac
warto$¢ prawdziwosciowq: prawde badz fatsz. Przyktadowo, zdaniami
logicznymi sg: Chopin skomponowat walca a-moll oraz Rok 2021 jest rokiem
przestegpnym; pierwsze jest prawdziwe, a drugie falszywe. Natomiast
zdanie Czy dobrze si¢ pani czuje? nie jest zdaniem w sensie logicznym,
poniewaz nie jest oznajmujace. Podobnie, wypowiedzenie Jaka praca, taka
placa nie moze by¢ uznane za zdanie logiczne, gdyz skiada si¢ z dwéch
réwnowaznikéw zdan (brak w nich orzeczenia).

W niektérych przypadkach okredlenie prawdziwosci zdania moze
by¢ problematyczne. Przykladowo, do dzié nie wiadomo, czy zdanie
Wizystkie nietrywialne zera funkcji dzeta Riemanna lezg na prostej Rez = %
(znane jako hipoteza Riemanna) jest prawdziwe. Z drugiej strony, jak
zauwazaja R. Murawski i K. Swirydowicz w swojej ksigzce [9] istniejg
zdania oznajmujgce | ...] niedostatecznie sprecyzowane, o ktorych przez to nie
mozna orzec, czy sq prawdziwe, czy fatszywe. (Przykladem takiego zdania
jest stwierdzenie Prawdziwe pigkno polega na jednosci w wielosci.) Takie
wypowiedzenia réwniez nie nalezg do zbioru zdan logicznych, dlatego

Wiegcej znaczeri stowa logos mozna zna-
lezé w Perseus Digital Library na stronie:
http://www.perseus.tufts.edu

Zdaniem w sensie gramatycznym nazywamy
wypowiedzenie zawierajace orzeczenie.
Do gtéwnych typéw orzeczen naleza: orze-
czenie czasownikowe, wyrazone osobowa
forma czasownika, oraz orzeczenie imienne,
sktadajace sie z tzw. fgcznika (odmieniony
czasownik by¢, stawaé sig, zosta¢) oraz
orzecznika, ktérym jest inna czes¢ mowy,
np. rzeczownik lub przymiotnik.

[9] R. Murawski, K. Swirydowicz, Wstep
do teorii mnogosci, Wydawnictwo Na-
ukowe UAM, Poznani, 2006.


http://www.perseus.tufts.edu

nie bedziemy sie nimi zajmowac.

Zdania proste (czyli zawierajgce dokladnie jedno orzeczenie) be-
dziemy oznaczaé symbolami: p, q, T, . ... Prawde oznaczymy symbolem
1, a fatsz symbolem 0.

1.2 Spéjniki logiczne

W jezykach naturalnych, takich jak jezyk polski, zdania ztozone mozna
tworzy¢ poprzez faczenie prostszych wypowiedzi za pomocg spojnikéw.
Do najwazniejszych spdjnikéw logicznych naleza:

e negacja — (zdanie —p czytamy Nieprawda, ze p)

o koniunkcja /\ (zdanie p A\ q czytamy p i q)

o alternatywa \V (zdanie p V q czytamy p lub q)

o implikacja — (zdanie p — q czytamy Jezeli p, to q)

o réwnowaznoéé <> (zdanie p < q czytamy p wtedy i tylko wtedy, gdy q)

W starszych opracowaniach (zob. np. [7]) koniunkcja i alternatywa zdar
P, q byly okreslane odpowiednio jako iloczyn i suma logiczna zdan. W
zwigzku z tym w przypadku koniunkcji zdania p, q nazywamy czynni-
kami, a w przypadku alternatywy — skfadnikami. W przypadku implikacji
P — q, zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie q nastepnikiem.

Przejdziemy teraz do oméwienia definicji formuty jezyka rachunku zdaf.

Jak wspomnieli$my na poczatku rozdziatu bedziemy starali si¢ unikaé
(gdzie to mozliwe) przedstawiania formalnych definicji pojeé logicznych.
Na potrzeby tego opracowania przyjmiemy wiec, ze wszystkie zmienne
zdaniowe p, q, 1, . .., a takze wszystkie ,sensowne” wyrazenia, ktére mo-
zemy zapisac przy uzyciu zmiennych zdaniowych, spéjnikéw logicznych
i nawiaséw, sg formutami jezyka rachunku zdan. Przykladowo wyraze-
nia postacip, —p,p — qoraz (pV q) < (—p /A q) sa formulami rachunku
zdan. Natomiast wyrazenia ((p oraz p /\ Vq takimi formulami nie sg; w
pierwszym przypadku brakuje nawiaséw zamykajgcych )), w drugim —
blednie uzyto (dwuargumentowych) spéjnikéw logicznych, poniewaz
te musza taczy¢ zdania.

Aby uproéci¢ zapis, przyjmujemy, ze spdjnik negacji Igczy zmienne
zdaniowe mocniej niz inne spéjniki logiczne. Oznacz to, ze zapisp — —q
nalezy rozumie¢ jako p — (—q). W dalszym ciaggu, o ile nie bedzie
to prowadzi¢ do jaki$ niejednoznacznosci, bedziemy zawsze pomijaé
zbedne nawiasy ,,woko6l” negacji.

Zauwazmy ponadto, Ze rézne zdania jezyka naturalnego mogg by¢
zapisane przy uzyciu tej samej formuly jezyka rachunku zdan; i tak zda-
nia Jezeli pada deszcz, to na niebie sq chmury i nie Swieci stofice oraz O ile
dobrze rozumiem zapiski Adama, w zesztym roku odwiedzit on Krakéw, ale

W literaturze anglojezycznej prawde ozna-
cza si¢ zazwyczaj symbolem T (od true),
a fatsz symbolem F (od false).

Kroétki przeglad alternatywnej symbo-
liki logicznej znajduje si¢ na stronie 11
ksigzki [9] R. Murawski, K. Swirydowicz,
Wstep do teorii mnogosci, Wydawnictwo Na-
ukowe UAM, Poznan, 2006.

[7] K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogo-
Sci i topologii, wydanie 9, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa, 2004.

Gdybysmy chcieli sformutowaé definicje
formuly w sposéb formalny, to brzmia-
aby ona nastepujaco: (1) kazda zmienna
zdaniowa jest formulg jezyka rachunku
zdan; (2) jezeli ¢ oraz \ sa formulami
jezyka rachunku zdar, to napisy —(¢),
(@I A (), (@) V (b), (@) = (V)
oraz (@) <> () sa réwniez formu-
fami jezyka rachunku zdan; (3) nie ma
innych formut jezyka rachunku zdar poza
zmiennymi zdaniowymi i takimi formu-
fami, ktére powstajg dzieki zastosowaniu
reguly (2); por. Definicja 1.2.2 w [9] R.
Murawski, K. Swirydowicz, Wstep do teorii
mnogoéci, Wydawnictwo Naukowe UAM,
Poznan, 2006.



nigdy nie byt w Warszawie sa oparte na schemacie p — (q /A —r). Dzieje
sie tak, poniewaz w rachunku zdan nie interesuje nas znaczenie poszcze-
gblnych zdan (semantyka), a jedynie ich struktura (syntaktyka) oraz
prawdziwos¢ lub fatszywosé zdar sktadowych.

Zanim przejdziemy dalej, rozwazmy dwa przykiady, ktére pomoga
nam utrwali¢ dotychczasowq wiedze.

Przyklad 1.2.1. Zdanie Adam ma pigc lat i chodzi do przedszkola jest oczywi-
Scie zdaniem w sensie logicznym (dlaczego?). Z gramatycznego
(ilogicznego) punktu widzenia sktada si¢ ono z dwéch zdan prostych:
p = Adam ma piec lat oraz q = [Adam] chodzi do przedszkola. Oba zdania
proste polaczone sg spdjnikiem koniunkgji i, a zatem zdanie Adam ma
pieé lat i chodzi do przedszkola oparte jest na schemacie p /A q.

Na tym samym schemacie opiera sie takze zdanie Dzis jest poniedziatek
i mamy zajecia z matematyki.

Z drugiej strony zdanie Jola i jej mama jedzq pyszne truskawkowe lody,
cho¢ zawiera spéjnik i, nie jest oparte na schemacie p /\ q. Jest ono bo-
wiem zdaniem pojedynczym o orzeczeniu jedzg i tzw. podmiocie szerego-
wym Jola i jej mama; spéjnik i nie jest tutaj spéjnikiem zdaniotwdrczym,
lecz pelni role tacznika miedzy cztonami podmiotu. Zdanie Jola i jej
mama jedzg pyszne truskawkowe lody oparte jest wiec na schemacie zdania
prostego .

Przyklad 1.2.2. A teraz sprébujmy napisaé schemat logiczny dla zdania
wielokrotnie zfozonego:

Jezeli najblizsze wybory parlamentarne wygra lewica, to znowu wzrosng
podatki i spadnie tempo rozwoju gospodarczego Polski, a jezeli wygra prawica,
to powstanie bardzo staby rzqd i albo bedziemy przez cztery lata Swiadkami
gorszgcych skandali albo za rok bedg nowe wybory.

Pierwszym pytaniem jakie nalezy zada¢ jest, czy powyzsze zdanie
jest w ogoéle zdaniem w sensie logicznym. Oczywiscie jest ono zdaniem
oznajmujacym. Pewng watpliwos¢é moze jednak budzié¢ czas, w ktérym
jest sformulowane, tj. czas przyszly, i fakt czy w zwigzku z tym mozna
mu przypisaé atrybut prawdziwosci/fatszywosci. Gdyby$my byli super-
istotg, ktéra zyje poza czasem, lub posiadali wiedze dotyczaca historii
calej ludzkosci, to stwierdzenie, czy w najblizszych wyborach wygra
prawica czy lewica, nie bytoby dla nas zadnym problemem; przeciez
jakas partia polityczna wygra i zawsze mozemy jg przypisa¢ do jednego
z dwéch blokéw (zakladamy sztucznie, ze sa dwa). Podobnie, mozna
jednoznacznie oceni¢ wzrost lub spadek tempa rozwoju gospodarczego,
jest on bowiem opisywany liczbg wymierna; méwi sie przeciez PKB
wzrosto rok do roku 0 3,4%. W mozliwosci przypisania prawdy lub fatszu
do zdania nie chodzi o to, bySmy tu i teraz znali stan faktyczny, ale by-
$my mieli mozliwo$¢ rozstrzygnad, jak byto, jest lub bedzie. Dajmy na
to, nikt z nas nie jest w stanie stwierdzi¢, czy zdanie W Polsce na dziern
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Zdanie Chodzi do przedszkola zawiera
podmiot domyslny on, o czym $wiad-
czy forma gramatyczna orzeczenia chodzi.
Z pierwszego zdania wynika, Ze mowa
tutaj o Adamie.

Uzylismy litery r, aby nie mylita si¢ z roz-
wazanymi wczeéniej literami p, q.

Zdanie to znalazlem w notatkach ze
Wstepu do matematyki, ktore wiele lat temu
uzyczyl mi méj kolega Marek Kaluba
(obecnie dr Marek Kaluba), gdy pierw-
szy raz mialem prowadzi¢ ten przedmiot.
Skad je wzigl? Moze sam wymyslit? Nie
wiem.

W jezyku polskim czasowniki w aspekcie
dokonanym (wygraé, wzrosngé, spasé, ...)
nie posiadaja formy czasu teraZniejszego.



31 marca 2022 mieszkato 38 475 351 0s6b jest prawdziwe czy falszywe bez
np. spojrzenia do spisu ludnosci lub bazy PESEL. Jednak sam fakt, ze
(teoretycznie) mozemy to zrobi¢, powoduje, ze ma ono pewng konkretng
warto$¢ logiczng (cho¢ obecnie jej nie znamy).

Wiemy juz zatem, ze rozwazane przez nas zdanie, jest zdaniem w sen-
sie logicznym. Opiszmy teraz zdania proste, z ktérych jest zbudowane:

P = Najblizsze wybory parlamentarne wygra lewica,

q = Znowu wzrosng podatki,

T = Spadnie tempo rozwoju gospodarczego Polski,

s = [Najblizsze wybory parlamentarne] wygra prawica,

t = Powstanie bardzo slaby rzgd,

u = Bedziemy przez cztery lata Swiadkami gorszgcych skandali,

w = Za rok bedg nowe wybory.

Zanim napiszemy schemat logiczny, na ktérym oparte jest nasze zdanie,
uczynimy uwage odnosnie spéjnikéw zdaniotwdrczych w nim wystepu-
jacych. Spéjnik a nalezy traktowac jako koniunkcje, natomiast spéjnik albo
jako alternatywe. Warto tutaj wspomnie¢, ze sp6jnik albo jest najczesciej
zwigzany z tzw. alternatywq wykluczajgcg ©, w ktoérej prawde otrzymu-
jemy wtedy, gdy prawdziwe jest wylacznie jedno z dwéch zdan skiado-
wych. W naszym przypadku mozliwos¢ rozpisania nowych wyboréw
parlamentarnych nie wyklucza tego, ze politycy uwiklajg sie w skandale,
i odwrotnie gorszgce skandale nie wykluczajg rozpisania nowych wybo-
row; w rzeczywistym Swiecie pewnie ten proces jeszcze przySpieszajg.
Rozwazane przez nas zdanie oparte jest zatem na schemacie

p = (qAT)IA{s = tA (uV W)L

To dobre miejsce, by napisa¢ kilka stéw o wartosciowaniu formut.
WartoSciowanie jest funkcja, ktéra przypisuje wartos$¢ 0 lub 1 formutom
jezyka rachunku zdan w oparciu o wartoéci logiczne podstawowych
spojnikéw opisane nastepujaca tabelkg prawdziwosciows:

P g9 “p pAg pVqg p—q peq
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Przyktadowo, wartoSciowanie formuty zdaniowej p — (p /\ q) jest funk-
¢ja dwéch zmiennych v: {(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1)} — {0, 1}, ktérej warto-
§ci dane sg wzorami:

v(0,0)=1, v(0,1)=1, v(1,0)=0, v(1,1)=1,

P 4 P9Dq
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Precyzyjng definicj¢ warto$ciowania
mozna znalez¢é w [2] T. Batdg, Podstawy
logiki, Wydawnictwo Naukowe UAM,
Poznan, 2003.



przy czym przyjmujemy, ze pierwsza zmienna odpowiada zmiennej
zdaniowej p, a druga zmiennej zdaniowej q. W praktyce wartosciowanie
formuly p — (p /\ q) zapisuje sie za pomocg tabelki

P a4 pAq p—(pAdg)
00 0 1
01 0 1
1 0 0 0
11 1 1

Jak wartosciowanie dziata w praktyce, zobaczymy na ponizszych
przyktadach. Bedziemy w nich wykorzystywac¢ tabelki prawdziwosciowe
dla spéjnikéw logicznych.

Przyklad 1.2.3. Zbadamy wartos¢ logiczng formutly
(pVa) = pAQV=pl

gdy p = 0 oraz q = 0. Postepujac zgodnie z , kolejnoécig wykonywania
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dziatart”, najpierw musimy obliczy¢ wartos$¢ logiczng formuty —p. W
drugiej kolejnosci zajmujemy sie formulq q \VV —p, nastepnie p V' q oraz
p /A (qV —p) i na koricu wartoscig calego wyrazenia. Zapisujgc kolejne

kroki jako kolejne kolumny tabeli, otrzymujemy

P 9 —p qV7p pVgq pA@V—p) (pVq) = PpAqQVp)

0 0 1 1 0 0 1

Przyklad 1.2.4. Zbadajmy jeszcze warto$¢ logiczng formuty
[(q < P)ATTVI(=q = p) Asl,

gdyp=1,q=0,r=1orazs = 0. Zapisujgc kolejne kroki w postaci
tabeli, otrzymujemy
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P q 1 s q&p (qep)Ar —q —~q—=p [(—q—=p)As]

(g < p) ATV I(—q — p)As]

0 1 0 0 0 1 1 0

0

1.3 Tautologie jezyka rachunku zdan

Tautologig jezyka rachunku zdan nazywamy taka formule, ktérej funkcja
warto$ciowania zawsze przyjmuje wartoé¢ 1. Innymi stowy, formuta jest
tautologia, jezeli przy dowolnej interpretacji zmiennych zdaniowych
zawsze jest ona prawdziwa.

Znaczenie tautologii w matematyce (ale takze w innych dziedzinach
nauki) wynika z faktu, ze stanowig one podstawe tzw. schematéw rozu-
mowan niezawodnych, to jest takich rozumowan, ktére od prawdziwych

Wiegcej na temat rozumowar niezawod-
nych mozna znalez¢é w [9] R. Murawski,
K. Swirydowicz, Wstgp do teorii mnogosci,
Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznarn,
2006.



przestanek zawsze prowadza do prawdziwych wnioskéw.
Do przyktadowych tautologii naleza:

e prawo tozsamosci: p — p
e prawdo wytaczonego srodka: p vV —p
e prawdo podwdjnej negacji: —(—p) < p
e prawo Claviusa: (p — —p) — —p
e prawa de Morgana: ~(p/\q) < (—pV —q)

~(pVa) < (FpATq)
e prawa Dunsa Scotusa: (p A—p) — q

p—=(p—aq

e prawo transpozycji: (p — q) <> (—q — —p)
Przyklad 1.3.1. W ramach wprawy sprawdzimy teraz, ze pierwsze
z praw de Morgana jest tautologia jezyka rachunku zdan. Wykorzystamy
w tym celu metode zero-jedynkowg, ktéra polega na wyznaczeniu funkcji
wartoéciowana i zapisana jej w postaci tabeli. Kolejne wiersze tabeli od-
powiadaja kolejnym warto$ciom logicznym, ktére moga przyjac zdania
Pr05t93 (P/ q) = (0/ O)/ (pr q) = (0/ 1)/ (P/ q) = (1/ O) oraz (P/ q) = (1/ 1)

Kolumny tabeli odpowiadajg kolejnym krokom, ktére nalezy podjaé, by
obliczy¢ wartos¢ logiczng formuly —(p A q) <> (—p V —q). Mamy

P 9 pAq —(pAq) —p —q —pV—q —(pAq)< (TpV—q)
00 0 1 1 1 1 1
01 0 1 1 0 1 1
10 0 1 0 1 1 1
11 1 0 0 0 0 1

Poniewaz niezaleznie od wartosci logicznych zdan prostych p i q formuta
=(pAq) & (—pV —q) jest zawsze prawdziwa, stwierdzamy, ze jest ona
tautologia jezyka rachunku zdar.

Przyklad 1.3.2. Z drugiej strony formuta —(pV q) — [q A (p <+ q)] nie
jest tautologia jezyka rachunku zdan, gdyz mamy

Jezyk rachunku zdan jest rozstrzygalny,
tzn. majac dang formule tego jezyka, po-
stugujac sie np. metodq zero-jedynkows,
zawsze jesteSmy w stanie w skoriczonej
liczbie krokéw stwierdzié, czy jest ona tau-
tologia czy tez nie.

P q pVq —(pVd peq qApeq) —pVag = IgA(p <+ q)
0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 0 1 1 1

Innymi sfowy dlap = 0iq = 0 formuta ~(pV q) = [qA(p < q)]
przyjmuje wartos¢ zero.

Gdybysmy od poczatku znali warto$cio-
wanie, przy ktérym dana formula jest fal-
szywa, to oczywiécie nie musimy wyzna-
czaé calej tabelki. Ale kto to moze wie-
dzie¢?



Na zakoriczenie tego paragrafu zobaczymy jak wyglada metoda zero-
jedynkowa dla formuly skladajgcej sie z trzech zmiennych zdaniowych.

Przyklad 1.3.3. Rozwazmy formute p — [(q A—q) — 1] i stwérzmy dla
niej tabelke prawdziwosciowq

P 4 v —q qA—=q (@A~q)—=1 p—=IqA—q)—T]
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1
01 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 1 1
01 1 0 0 1 1

Poniewaz niezaleznie od wartosci logicznych zdan prostych p, q i r
formula p — [(q /A —q) — 1] jest zawsze prawdziwa, stwierdzamy, ze
jest ona tautologia jezyka rachunku zdan.

1.4 Rachunek predykatow

W matematyce (jak i innych naukach) niejednokrotnie obok zdar orze-
kajacych na temat jakis faktéw, pojawiajg sie rowniez zdania méwigce
o ilosci, np. Zadna liczba naturalna nie jest ujemna, Réwnanie x> +5x +6 = 0
ma dwa rozwigzania rzeczywiste czy Dla kazdej liczby rzeczywistej istnieje
liczba naturalna od niej wigksza. Zdan takich nie mozna wyrazi¢ w jezyku
rachunku zdan, gdyz brakuje w nim tzw. kwantyfikatoréw. Rozrézniamy
dwa typy kwantyfikatorow:

o kwantyfikator maty 3 (wyrazenie Ix czytamy ,istnieje takie x, ze ...”),
o kwantyfikator duzy V (wyrazenie Vx czytamy ,dla kazdego x ...”).

Kwantyfikator maty 3x oraz duzy Vx sg kwantyfikatorami o nieograniczo-
nym zakresie. Oznacza to, ze wystepujgca pod nimi zmienna x przebiega
wszystkie mozliwe obiekty; moze by¢ nie tylko liczba, ale takze figura
geometryczng (np. kwadratem), czy nawet fizycznym obiektem (np.
stolem czy krzestem).

Czasami (np. dla wygody czy uproszczenia zapisu) bierze sie pod
uwage jedynie obiekty z ustalonego wczesniej zbioru (np. zbioru liczb
naturalnych czy rzeczywistych). Stosuje sie wtedy tzw. kwantyfikatory
o0 ograniczonym zakresie i zamiast pisa¢ Dla kazdego x, jezeli tylko x jest
liczbg naturalng, to jest on podzielny przez 1, mozemy pisaé Kazda liczba
naturalna x jest podzielna przez 1. Podobnie zamiast pisa¢ Istnieje taki x, Ze
jest on liczbq wymiernq i jest mniejszy od v/2, mozemy napisaé Istnieje taka
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Kwantyfikator maly nazywa si¢ réwniez
szczegélowym, a duzy — ogélnym. W nie-
ktérych ksigzkach kwantyfikatory takie
s oznaczane symbolami odpowiednio \/
oraz /\, a w starszych pozycjach symbo-
lami odpowiednio }_ oraz [].



liczba wymierna x, ktora jest mniejsza od /2. Czasami (np. dla wygody czy
uproszczenia zapisu) bierze sie pod uwage jedynie obiekty z ustalonego
wczesniej zbioru (np. zbioru liczb naturalnych czy rzeczywistych). Sto-
suje sie wtedy tzw. kwantyfikatory o ograniczonym zakresie i zamiast pisaé
Dla kazdego x, jezeli tylko x jest liczbg naturalng, to jest on podzielny przez
1, mozemy pisa¢ Kazda liczba naturalna x jest podzielna przez 1. Podobnie,
zamiast pisac Istnieje taki x, ze jest on liczbg wymierng i jest mniejszy od v/2,
mozemy napisac Istnieje taka liczba wymierna x, ktéra jest mniejsza od /2.
Zobaczmy jak mozna byloby powyzsze zdania wyrazi¢ za pomoca
kwantyfikatoréw. Niech ¢ (x) oznacza wyrazenie x jest liczbg naturalng, a
P (x) wyrazenie x jest podzielny przez 1. Wtedy zdanie Dla kazdego x, jezeli
tylko x jest liczbg naturalng, to jest on podzielny przez 1 przyjmuje postaé

Vx (@(x) = b(x)),

a zdanie Kazda liczba naturalna x jest podzielna przez 1 postaé

Vo(x) d(x).

W drugim przypadku, jezeli przez ¢(x) oznaczmy wyrazenie x jest
liczbg wymierng, a przez \p(x) wyrazenie x jest mniejszy od v/2, to zdanie
Istnieje taki x, ze jest on liczbg wymierng i jest mniejszy od \/2 przybiera
postac

Ix (e(x) Ab(x)),

a zdanie Istnieje taka liczba wymierna x, ktdra jest mniejsza od /2 postaé

Jo(x) b(x).

Powyzsze przyktady sa ilustracjg ogélnych wzoréw, ktére pozwalajg
zamieniaé kwantyfikatory o nieograniczonym zakresie na te o zakresie
ograniczonym, i odwrotnie:

[¥x (0(x) = b(x)] ¢ [Fo(x) b(x)],
Bx (0(x) Ab(x))] ¢ [Folx) b(x)].

Zauwazmy, ze w przypadku kwantyfikatoréw o nieograniczonym zakre-
sie pod kwantyfikatorem stoi zmienna x, y, .... W przypadku kwantyfi-
katoréw o ograniczonym zakresie pod kwantyfikatorem stoi wyrazenie
@(x).

Cho¢ kilkukrotnie uzywalisémy juz formut jezyka rachunku predyka-
téw, ani razu nie wspomnieliSmy jeszcze z czego wlasciwie jezyk ten
sie sklada, ni czym sg formuly tego jezyka. I prawde moéwiac nie be-
dziemy tego precyzyjnie robi¢, poniewaz wymagatoby to wprowadzenia
wielu definicji, ktére w dalszych rozdziatach nie bedg nam potrzebne.
Na nasze potrzeby przyjmiemy, ze formulq jezyka rachunku predykatéw
bedziemy nazywac wszystkie ,,sensowne” (czyli zgodne z zasadami
skladni) wyrazenia zbudowanie z:

Osoby zainteresowane pelnym wprowa-
dzeniem do jezyka rachunku predyka-
tow odsylamy do ksiazek [2] T. Batég,
Podstawy logiki, Wydawnictwo Naukowe
UAM, Poznan, 2003. oraz [9] R. Murawski,
K. Swirydowicz, Wstgp do teorii mnogosci,
Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan,
2006 albo innych ksigzek z logiki matema-
tycznej.
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o statych (indywiduowych) a,b,c,... oznaczajagcych konkretne (nieko-
nieczne fizyczne) obiekty (np. Jan Nowak, liczba wymierna, 7, roz-
kfad normalny, ...),

e zmiennych x,y,z,...,

e symboli funkcyjnych F, G, H, ... dzieki, ktérym ze statych i zmiennych
prostszych mozna budowac¢ zmienne i stale bardziej skomplikowane
(np. F(x,y) = x+y lub G(r) = ,kolo 0 promieniu r”, gdzie r jest kon-
kretng liczbg),

e predykatow P, Q, R, ..., czyli wyrazen, ktére w polaczeniu ze statymi
tworza zdania (np. predykat P = ,,... jest liczbg niewymierng” w po-
Iaczeniu ze stalg  tworzy zdanie P(7t) = ,, 7t jest liczbg niewymierng”);
predykaty moga taczy¢ sie réwniez ze zmiennymi (np. predykat
Q = ,...lezy pomiedzy ... oraz...” w polaczeniu ze zmiennymi
X, Y,z daje wyrazenie Q(x,y,z) = ,x lezy pomiedzy y oraz z”),

o kwantyfikatoréw,
e spoéjnikéw logicznych,
e symboli pomocniczych takich, jak nawiasy, znaki przestankowe, itp.

Poznawszy sktadniki rachunku predykatéw, poéwiczymy teraz zapi-
sywanie zdan w tym jezyku.

Przyklad 1.4.1. Naszym celem jest symboliczny zapis ponizszych zdan
wyrazonych w jezyku naturalnym.

(a) Kazdy pies jest ssakiem.

(b) Nie wszyscy ludzie sg ssakami.

(c) Tylko ludzie sg ssakami.

(d) Kazdy czlowiek ma psa.

(e) Zaden cztowiek nie posiada psa.

W pierwszej kolejnosci zdefiniujmy nastepujace predykaty Tjon Tichy przebywajac na planecie Entro-

pia byt uczestnikiem takiego oto dialogu:

. R "o i i ?
C=...jest cztowiekiem, Pan jest ssakiem, prawda?

- Tak.
P = ... jest psem, - A wiec pomyélnego ssania!”
Stanistaw Lem, Dzienniki gwiazdowe
S =... jest ssakiem,
M=..ma...;

predykaty C, P i S sg jednoargumetnowe, a predykat M dwuargumen-
towy.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Stowo kazdy odpowiada oczywiscie duzemu kwantyfikatorowi.
Mamy zatem Vx (P(x) — S(x)) lub (korzystajac z kwantyfikatoréw
o ograniczonym zakresie) VP(x) S(x). Zauwazmy, ze w przypadku
korzystania z kwantyfikatoréw o nieograniczonym zakresie mu-
simy uzy¢ implikacji, gdyz x przebiega wszystkie mozliwe obiekty i
zdanie Vx S(x) oznaczatoby, ze np. stét tez jest ssakiem, a nie taka
przeciez byta nasza intencja. W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze
catkowicie abstrahujemy od tego, czy dane zdania sg prawdziwe i
odpowiadajg rzeczywistosci, czy tez nie. W tym miejscu nie ma to
dla nas zadnego znaczenia.

Zdanie Nie wszyscy ludzie sq ssakami mozemy (bez zmiany znaczenia)
wyrazi¢ réwniez jako Nie kazdy czlowiek jest ssakiem, a to juz mozemy
zapisa¢ symbolicznie jako —Vx (C(x) — S(x)) albo =VC(x) S(x).
Mozemy réwniez ,wykona¢ negacje” na poziomie jezyka polskiego
i wtedy zdanie Nie kazdy czlowiek jest ssakiem przyjmie postaé Istnieje
czlowiek, ktory nie jest ssakiem, a to z kolei prowadzi do nastepujacych
zapiséw symbolicznych 3x (C(x) A—S(x)) oraz 3C(x) —S(x).

Podsumowujac, zapisem w jezyku predykatéw zdania Nie wszyscy
ludzie sq ssakami jest kazda z czterech powyzszych formut.

By poprawnie napisa¢ schemat zdania Tylko ludzie sq ssakami w je-
zyku predykatéw, musimy dobrze zrozumiec jego tre$¢. Stwierdza
ono, ze jedynymi ssakami sg ludzie, a wigc nic innego niz czlowiek
(ani fosie, jelenie, sarny, dziki, lisy, borsuki, kuny, jenoty, wilki i rysie;
z ptakéw: kuropatwy, bazanty, dzikie kaczki, gesi, tyski, bekasy i cietrze-
wie) nie moze by¢ ssakiem. Ale wéréd ludzi mogg by¢ osoby, ktére
ssakami nie sa. A zatem zdanie Tylko ludzie sq ssakami symbolicznie
mozemy zapisaé tak Vx (S(x) — C(x)) lub tak VS(x) C(x).

W tym przykltadzie najprosciej (i najprzejrzysciej) skorzystac bedzie
z kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie. Zdanie Kazdy czlowiek
ma psa zapisujemy symbolicznie jako VC(x) 3P(y) M(x,y).

I tutaj skorzystamy z kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie.
Zdanie Zaden czlowiek nie posiada psa symbolicznie zapiszemy jako
VC(x) VP(y) =M(x,y).

Przyklad 1.4.2. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng. Naszym za-

daniem bedzie zapisa¢ nastepujace zdania dotyczace liczby n w jezyku

rachunku predykatéw.

(a)
(b)
(c)

1 jest liczbg parzysta.
n jest sumg kwadratéw dwéch liczb naturalnych.

n jest liczbg pierwsza.

ludzie

W niniejszym skrypcie przyjmujemy, ze
najmniejszg liczbg naturalng jest 1, tzn.
N = {1,2,3,4,...}. W niektérych ksigz-
kach zaklada sig, ze liczby naturalne za-
czynaja sie od 0; jest to tylko i wigcznie
kwestia gustu. A o gustach, jak wiadomo,
sie nie dyskutuje.



(d) n przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1.

W odréznieniu od poprzedniego przykiadu nie bedziemy definiowaé
zadnych dodatkowych predykatéw ani symboli funkcyjnych, skorzy-
stamy bowiem ze znanych wszystkim symboli matematycznych.

(a) Fakt, ze n jest liczbg parzystg oznacza, ze jest wielokrotnoscig 2, tzn.
istnieje jaka$ liczba naturalna k taka, ze n = 2k. Zatem zdanie n jest
liczbg parzystg mozemy zapisa¢ nastepujaco 3k € IN n = 2k.

(b) Jezeli kto$ zrozumial rozwigzanie podpunktu (a), to i z tym nie
powinien mie¢ problemu. Mamy 3k € N 3l € N n = k? + 12,

(c) Przypomnijmy, ze liczba pierwsza to liczba wieksza od 1, ktéra
posiada dokladnie dwa dzielniki: 1 i samg siebie. Innymi stowy,
jezeli liczbe pierwsza przedstawimy w postaci iloczynu k - 1 (a wiec
jako wielokrotnos¢ liczby k lub 1), to jedna z nich musi by¢ 1. Zatem
zdanie n jest liczbg pierwszgq zapisujemy jako

Mm>DA{Vke NVIEN m=k-1— (k=1V1=1)}.

(d) Kluczem do rozwigzania tego przykladu jest zrozumienie jak wy-
gladajq liczby, ktére przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1. Wypiszmy
kilka pierwszych. Sa to: 1,5,9, 13,17, 21, .... Widzimy teraz, Ze liczby
te mozemy zapisa¢ w postaci 4k —3 dlak =1,2,3,... lub w postaci
4k + 1, gdy przyjmiemy, ze k = 0,1,2,3,.... Zatem zdanie n przy
dzieleniu przez 4 daje reszt¢ 1 mozna zapisaé¢ w jednej z dwéch réwno-
waznych postaci: 3k € N n =4k —3 lub dk € N U{0} n =4k + 1.

W drugiej czesci niniejszego paragrafu chcemy sie skupié juz nie na
»calych” formutach jezyka rachunku predykatéw, ale na roli jakg pelnig
w tych formutach zmienne. Zaczniemy od zdefiniowania pojecia zasiegu
kwantyfikatora.

Definicja 1.4.3. Wyrazenie ¢ w formutach 3x (¢) i w Vx (@) nazywamy
zasiggiemn odpowiedniego kwantyfikatora.

Innymi sfowy zasiegiem kwantyfikatora jest to, co za nim wystepuje;
oczywiScie oprécz zmiennej, bo ta wystepuje pod kwantyfikatorem. Na
przyktad w formule ¥x(P(x) — Q(x)) zasiggiem kwantyfikatora jest
wyrazenie (P(x) — Q(x)), aw formule Vx 3y [P(x,y) A (Q(x) V —R(x))]
zasiegiem kwantyfikatora duzego jest 3y [P(x,y) A (Q(x) V —R(x))],
a matego [P(x,y) A (Q(x) V —=R(x))].

W przypadku bardziej skomplikowanych formut jezyka predykatow
wyznaczenie zasiegu kwantyfikatoréw réwniez nie powinno sprawiac
zadnych trudnosci.

Przyklad 1.4.4. Rozwazmy nastepujacq formule

[Vx 3y (P(x,y) = —Qy))] = Iz (Q(z) AR(x)).
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W tym miejscu stowo pierwszy jest liczeb-
nikiem porzadkowym i oznacza pierwszy
z kolei. Nie ma zadnego zwigzku z poje-
ciem liczby pierwszej z poprzedniego przy-
kiadu.

Nalezy uwazaé, by nie myli¢ zasiegu
kwantyfikatora z kwantyfikatorem o ogra-
niczonym zakresie!

Czesto, gdy nie bedzie istniala mozliwos¢
blednego zinterpretowania formuly
jezyka predykatéw, bedziemy opusz-
czaé nawiasy. Zreszta stosowaliSmy
juz to podejScie wczeéniej i pisaliSmy
VC(x) 3P(y) M(x,y) zamiast
VC(x)[3P(y) (M(x,y))].
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Zasiegiem kwantyfikatora Vx jest 3y (P(x,y) — —Q(y)), a zasiegiem
kwantyfikatora 3y jest (P(x,y) — —Q(y)). W koricu zasiegiem kwantyfi-
katora 3z jest (Q(z) AR(x)).

Pojecie zasiegu kwantyfikatora nierozerwalnie 1gczy sie z tzw. zmien-
nymi wolnymi i zwigzanymi. Cho¢ wiekszos¢ czytelnikéw zapewne do
tej pory nie miala stycznosci z definicjg takich zmiennych, pojecie to, co
moze wydawac sie doé¢ zaskakujace, powinno by¢ znane wszystkim
tym, ktérzy mieli juz do czynienia z programowaniem na lekcjach lub
zajeciach z informatyki.

Kazdy (lub prawie kazdy) program rozpoczyna si¢ od tzw. deklaracji
zmiennych. Piszemy wtedy, ze np. k bedzie zmienng typu integer, czyli be-
dzie przyjmowata wartosci catkowitoliczbowe, a 1 bedzie zmienng typu
string 1 bedzie ciggiem znakéw. Wazna cechg deklarowanych zmiennych
jest to, ze uzytkownik moze okresli¢ ich wartosci np. wpisujac je z kla-
wiatury. Moze by¢ tez tak, ze sam program bedzie pod zmienng k czy
| zapisywal wartosci pewnych funkcji wyznaczone w trakcie wykony-
wania kodu. Innymi stowy zmienne moga przyjmowac dowolne war-
toéci (z odpowiednich zakreséw oczywiscie) i raz mogg by¢ np. liczba
2 a innym razem 5 w zalezno$ci od wyboréw uzytkownika. W matema-
tyce takie zmienne bedziemy nazywac¢ zmiennymi wolnymi.

W kodach zrédtowych programéw komputerowych pojawia sie row-
niez drugi typ zmiennej, tzw. zmienna zwigzana. Zmienne takie wyste-
puja np. w petlach. Zauwazmy, ze w ponizszym kodzie

s+ 0
fori=1to 10 do
s s+1i

end for

wartosci zmiennej i sg z géry ustalone i nie mogg by¢ zmienione dowolnie
przez uzytkownika. Zmienna i nie przechowuje zadnych danych, jest je-
dynie wskaznikiem czy licznikiem, a jej jedynym celem jest zapewnienie,
by dana procedura byla wykonana dokladnie dziesie¢ razy.

Formalnie zmienne zwigzane i wolne definiuje sie nastepujaco.

Definicja 1.4.5. Zmienna x wystepujagca w danym miejscu w formule
zdaniowej jest w tym miejscu zwigzana, jezeli wystepuje

e bezposrednio po kwantyfikatorze lub
e w zasiegu kwantyfikatora, po ktérym napisana jest zmienna x.

Zmienna wystepujaca w formule jest zwigzana w tej formule, gdy jest
zwigzana na kazdym miejscu, na ktérym wystepuje. Zmienng, ktéra nie
jest zwigzana w formule, nazywamy zmienng wolng.

Formalnie powinniémy méwic o zasiegu
duzego kwantyfikatora V, a nie kwantyfi-
katora Vx. Czesto jednak nad écistoé¢ ma-
tematyczng (ktdra jest oczywiscie bardzo
wazna!) przedkladamy jednoznacznosé
zapisu. Piszac 3, ktéry z malych kwanty-
fikatoréow w formula mamy na mysli?



Przyklad 1.4.6. W formule Vx (P(x)V Q(x)) zmienna x wystepuje
w trzech miejscach i w kazdym z tych miejsc jest zwigzana; na pierwszym
(liczac od strony lewej), gdyz wystepuje bezposrednio po kwantyfikato-
rze, ana drugim i trzecim, poniewaz wystepuje w zasiegu duzego kwan-
tyfikatora, po ktérym napisany jest x. A zatem w tej formule zmienna x
jest zwigzana.

Zauwazmy réwniez, ze kazda inna zmienna niz x, np. y, jest w tej
formule wolna, gdyz w ogéle w niej nie wystepuje; tym bardziej nie
wystepuje wiec bezposrednio po zadnym kwantyfikatorze ani w zasiegu
zadnego kwantyfikatora, po ktérym napisana bylaby ta zmienna.

Przyklad 1.4.7. Tym razem rozwazmy formule
[3x Yy P(x,y,2)] = Qlx,y,2). (1.1)

Zmienne x iy wystepujg w niej trzy razy. Na dwdéch pierwszych miej-
scach (liczac od strony lewej) sa one zwigzane, a na trzecim wolne (dla-
czego?). W calej formule zmienne x i y sg wiec wolne. Z drugiej strony
zmienna z na kazdym z miejsc, w ktérych wystepuje, jest wolna, a zatem
jest wolna i w catej formule.

Zauwazmy, ze rozwazang formule (1.1) mozna byloby zapisa¢ réw-
niez tak

[Ja Vb P(a,b,z)] = Q(x,y,2).

W tym réwnowaznym zapisie wyraZnie widaé, Ze za zmienne x,y, z
(jako wolne) mozemy podstawia¢ dowolne wartosci. Oczywiscie jest
to réwniez prawdaq w przypadku formuly (1.1) z zastrzezeniem, ze w
przypadku zmiennych x i y mozemy podstawiac jedynie na te miejsca,
w ktérych te zmienne sg wolne.

Zobaczmy jeszcze jeden przyktad.

Przyklad 1.4.8. Zal6zmy, ze zmienne x, y s liczbami rzeczywistymi i roz-
wazmy nastepujaca formule jezyka predykatow Ix x-y = 1.
W formule tej zmienna x jest zwigzana, a zmienna y jest wolna. Naszym
celem bedzie wyznaczenie tzw. wykresu funkcji zdaniowej, tzn. znalezie-
nie tych wszystkich liczb y € R, ktére po wstawieniu do formuly beda
zamienialy ja w zdanie prawdziwe.

Zastanéwmy sie zatem dla jakich liczb rzeczywistych y istnieje liczba
rzeczywista x taka, ze x -y = 1. Dla wszystkich oproécz 0. Istotnie, dla
dowolnego y # 0 mozemy wybraé¢ po prostu x := % iwtedy x-y = 1.
Innymi stowy wykresem rozwazanej przez nas formuly jest zbiér R \ {0}.

Ciekawym pytaniem jest, czy wykres nie ulegnie zmianie, jezeli za-
stapimy kwantyfikator maly duzym, tzn. czy wykres funkcji zdaniowej
Vx x-y = 1 tez jest rtéwny R \ {0}. Okazuje si¢, Ze nie; co wiecej wy-
kres w przypadku formuly ¥x x -y = 1 jest réwny (). Gdyby bowiem
istniata liczba y € R taka, ze x -y = 1 dla kazdego x € R, oznaczaloby
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Zasiegiem duzego kwantyfikatora V jest

(P(x) V Q(x)).

Wyrazenie Q (x, Y, z) nie wystepuje w za-
siggu zadnego z kwantyfikatoréw.
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to,zey = % dla kazdego x € R. A wiec raz y bylby réwny 1 (gdy za x
wzielibySmy 1), a raz np. —1 (gdy za x wzielibySmy —1), a to jest prze-
ciez niemozliwe, bo y jest ustalong, konkretna liczba o jednoznacznej
wartosci.

Na koniec tego paragrafu postawmy sobie pytanie, ktére pewnie nur-
tuje niektérych czytelnikéw. Dlaczego czasami piszemy formuta a czasami
zdanie. Ma to Scisty zwigzek z wystepowaniem w formule zmiennych
wolnych.

Definicja 1.4.9. Zdaniem jezyka rachunku predykatéw nazywamy for-
mule zdaniowg tego jezyka nie zawierajacg zmiennych wolnych.

Formuta 3x 2x +1 = 9 jest wiec zdaniem, bo nie ma zmiennych
wolnych, natomiast formuta 3x 2x 41 = y nie jest zdaniem, poniewaz
zawiera zmienng wolng y.

1.5 Negowanie formut jezykéw rachunku zdan i predykatow

W ostatnim paragrafie tego rozdziatu zajmiemy sie negowaniem for-
mut logicznych. Nie bedziemy rozwazac¢ osobno jezyka rachunku zdan
ijezyka predykatéw, gdyz ten pierwszy jest czecig drugiego.
By negowa¢ formuly logiczne w jezyku predykatéw nalezy stosowac
sie do ponizszych praw
~(=p) = P, ~(p=q) < (PA—q),
~(pPAQ) & (FpV—a),  —(x b)) 6 (b)), (12)
~(pVa) & (FpA—a), ~(Vx b(x)) < Ix (F(x)).

Zadanie domowe. SprawdZ metoda zero-jedynkows, ze pierwsze cztery
powyzsze formuly s tautologiami jezyka rachunku zdar.

W przypadku negowania kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie
nie negujemy warunku pod kwantyfikatorem, tzn.

~(Fe(x) W(x)) < Vo(x) (mb(x)),
~(Vo(x) b(x) < Fo(x) (~b(x)).
Dowody praw dla kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie wynikaja
bezposrednio z tautologii (1.2). Dla przykiadu sprawdzmy, ze zachodzi
wzor
~(Fe(x) W(x)) < Vo(x) (mb(x)).
Mamy
~(Fe(x) ¥(x)) < =(Fx o (x) Ap(x))
< Vx ~(e(x) A(x))

Korzystamy z prawda de Morgana
~(PAQq) & (mpV—q)
oraz zamiany implikacji na alternatywe

(p—q) < (—pVq)



< Vx (2e(x) V b(x))
< Vx ((x) = 7 (x))
< Vo(x) (mb(x)).

Zadanie domowe. Rozumujac podobnie jak w powyzszym przykladzie
pokaz, ze

~(Vo(x) ¥(x)) ¢ Fo(x) (Th(x)).

Wskazéwka: nalezy skorzysta¢ z drugiego z praw de Morgana
~(pVa) e (FpATq).

Przejdziemy teraz do przykladow.

Przyklad 1.5.1. Niech P, Q, R oznaczaja pewne predykaty jednoargu-
mentowe. Zanegujemy formule ¥x [P(x) — (Q(x) AR(x))]. Mamy

—Vx [P(x) = (Q(x) AR(x))] <> Ix =[P(x) = (Q(x) AR(x))]
< Ix [P(x) A—=(Q(x
YA (—

< Ix [P(x

Przyklad 1.5.2. Niech P bedzie pewnym predykatem dwuargumento-
wym, a Q, R predykatami jednoargumentowymi. Zanegujemy formute
[3z =R(z)] = [Fx Yy (P(x) V Q(x))]. Mamy

—{[3z—R(z)] = [IxVy (P(x) VQ(x))] }

< [3z =R(z)] A—[3x Wy (P(x) V Q(x))]
> [Elz ﬂR(z)} A [Vx vy (P(x) V Q(x))]
< [3z =R(z)] A [vx Fy =(P(x) V Q(x))]
> [Elz _‘R(Z)} AN [Vx Jy (—P(x) /\ﬁQ(x))]

Przyklad 1.5.3. Fakt, ze ciag (an)nen ma skorficzong granice g mozemy
zapisa¢ w jezyku predykatéw nastepujaco Ve > 03k e Nvn > k |an —
gl < €. Zanegujmy to zdanie. Mamy

—Ve>03dkeINVn>k |[an—g| < ¢

<~ Je>0-TFkeNVn>k lanh—g|l<e
<~ Je>0vVke N-VYn>k lan—g| < ¢
<~ Je>0vVke NIn >k —(lan—gl <€)
+~Je>0vVkeNIn >k |lan — gl >«
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Zaprzeczeniem zdania Liczba a jest mniej-
sza lub réwna od liczby b jest zdanie
Liczba a jest wigksza od liczby b, tzn.
—(a<b) < (a>Db).
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