GRANICA LEWOSTRONNA FUNKCJI W PUNKCIE (DEFINICJA CAUCHY'EGO). Funkcja f: (a,b) — Rma

w punkcie b lewostronng granice

e g € R, co zapisujemy lim,_,,,- f(x) = g, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba
d >0, ze [f(x) — g| < € dla wszystkich x € (a,b) takich,zeb—56 <x < b,

® {00, co zapisujemy lim,_,,- f(x) = 400, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) > M dla kazdego x € (a, b) takiego, ze b — 6 < x < b,

e —o0, co zapisujemy lim, - f(x) = —oo, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) < —M dla kazdego x € (a, b) takiego, ze b — & < x < b.

RANICA PRAWOSTRONNA FUNKCJI W PUNKCIE (DEFINICJA CAaucHY EGO). Funkcja f: (aq,
G C ! Funkcja f b) = Rma

w punkcie a prawostronng granice

e g € R, co zapisujemy lim,_, .+ f(x) = g, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba
d >0, ze [f(x) — g|] < € dla wszystkich x € (a,b) takich, ze a < x < a+3,

® -+00, co zapisujemy lim,_, 4+ f(x) = +00, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) > M dla kazdego x € (a, b) takiego, ze a < x < a + 9,

® —00, co zapisujemy limy_, 4+ f(x) = —o0, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) < —M dla kazdego x € (a, b) takiego, ze a < x < a + 9.

Oroczeniem punktu ¢ € R U{£o0} nazwiemy

e przedzial (a,b) taki, ze c € (a,b), jezelic € R,

e przedziat (—oo, b), jezeli c = —oo,

e przedziat (a, 4+00), jezeli ¢ = +oo.
Granica FUNKC] (DEFINIC]A HEINEGO). Niech O, bedzie otoczeniem punktu ¢ € R U {zo0}.
Powiemy, ze g € R U {=%o0} jest granicg funkgcji f: O, \ {c} = R w punkcie c, co zapisujemy

lim,_,. f(x) = g, jezeli dla kazdego ciaggu (xn )nen 0 elementach nalezacych do zbioru O, \ {c}
takiego, ze lim,,_, o Xn = ¢, mamy lim,_, f(x,) = g.

Jezeli w definicji granicy Heinego zatozymy, ze ¢ € R i bedziemy rozwazac jedynie ciagi
(Xn)nen, ktérych wyrazy sa mniejsze od c, tzn. x,, € (a,c) dlan € N, to otrzymamy definicje
granicy lewostronnej w punkcie c. Podobnie, jezeli x,, € (c,b) dlan € N, to otrzymamy definicje
granicy prawostronnej w punkcie c.

Derinicja CAucHY'EGO vs. DEFINIC]A HEINEGO. Definicje Cauchy’ego oraz Heinego granicy sg
rownowazne, tzn. jezeli funkcja spetnia jedna z nich, to spelnia takze i drugg. Dlatego tez
w poszczegodlnych sytuacjach mozemy korzystac z tej definicji, ktora jest tatwiejsza w uzyciu.




GRANICA FUNKCJI W PUNKCIE VS. GRANICE JEDNOSTRONNE. Funkgja f: (a,c) U (¢, b) — R posiada

w punkcie ¢ granice g € R U {zoo} wtedy i tylko wtedy, gdy posiada w tym punkcie obie

granice jednostronne, ktére dodatkowo sg réwne tzn. lim,_,. f(x) = g wtedy i tylko wtedy,

gdy lim,_,.- f(x) = g oraz lim,_,.+ f(x) = g.

WAaZNE GRANICE 1. Ponizej zebrano podstawowe granice funkcji w punkcie:

e lim log, x =+o00,gdy ac (0,1),

x—0F

lim log x = —o0,gdy a>1,

x—0F

lim — = +o0,
x—0T X
o1
lim — = —o0,
x—0" X
sin(ax)

lim a* = +o0,gdy a>1,

X—+00

lim a*=0,gdya>1,

X—>—00

lim a*=0,gdyac(0,1),

X—+00

lim a* =+o0,gdyac (0,1),

X——00

lim log_ x = +oo,gdya>1,

X—+00

lim log x = —o0,gdyac (0,1),

X—+00

lim (1 + %) = e“ dla dowolnego a € R.

x—Foo

Ciacroéc runkayt. Funkgje f: (a, b) — R nazywamy cigglg w punkcie ¢ € (a, b) wtedy i tylko

wtedy, gdy zachodzi jeden z ponizszych réwnowaznych warunkéw

lim, . f(X) = f(C),
hmx%c* f(X) = hn'lxac+ f(X) = f(C),

dla kazdego ¢ > 0 istnieje > 0 taka, ze |f(x) — f(c)| < € dla kazdego punktu x € (a, b)
takiego, ze [x — c| < §,

dla kazdego ciggu (xn )Jnen 0 wyrazach z przedziatu (a, b) zbieznego do punktu c ciag
(f(xn))nen jest zbiezny do f(c).



Funkgcje f: (a,b) — R nazywamy cigglg, jezeli jest ona ciggta w kazdym punkcie swojej
dziedziny.

Okazuje sig, ze funkcje elementarne (tzn. wielomiany, funkcje trygonometryczne, funkcja
potegowa, funkcje wyktadnicza i logarytmiczna) sa cigglte w swoich dziedzinach naturalnych.

Pocropna Funkcyi. Niech funkgja f bedzie okreslona w przedziale otwartym zawierajgcym
punkt a. Pochodng funkcji f w punkcie a nazywamy skoriczong granice (jezeli istnieje)

fa) :}ng}) f(a+h})1—f(a).

O funkgji, ktéra ma pochodng w punkcie a méwimy réwniez, ze jest ona rézniczkowalna w
punkcie a.

Monotoniczno$¢ runkcyi I Niech f bedzie funkcjg rézniczkowalng na przedziale (a, b).

o Jezeli f’(x) > 0dlax € (a,b), to funkcja f jest rosngca w przedziale (a, b).
o Jezeli f'(x) = 0dlax € (a,b), to funkcja f jest funkcjq stata w przedziale (a, b).

o Jezeli f'(x) < 0dlax € (a,b), to funkcja f jest malejaca w przedziale (a, b).

Monoronicznoé¢ rFunkat II. Niech f bedzie funkcjg rézniczkowalng na przedziale (a, b).

e Funkgcja f jest niemalejgca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) > 0 dla x € (a, b).

e Funkcja f jest nierosngca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) <0dlax € (a,b).

WARUNEK KONIECZNY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO. Niech f bedzie funkcjg rézniczkowalng

na przedziale (a, b). Jezeli f ma w punkcie c € (a, b) ekstremum lokalne, to f'(c) = 0.

WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 1. Niech f bedzie funkcjg réznicz-

kowalng w pewnym przedziale otwartym zawierajagcym c oraz niech f’(c) = 0. W punkcie c
funkcja f ma

e minimum lokalne, gdy istnieje takie 6 > 0, ze f'(x) < 0dlax € (c — 9, c) oraz f'(x) > 0
dlax € (c,c+9),

e maksimum lokalne, gdy istnieje takie 6 > 0, ze f'(x) > 0dlax € (c —§,c) oraz f'(x) < 0
dlax € (c,c+9).

WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 2. Niech f bedzie funkcjg dwukrot-

nie r6zniczkowalng w pewnym przedziale otwartym zawierajgcym c oraz niech f’(c) = 0.
o Jezeli f”(c) > 0, to funkcja f ma w punkcie ¢ minimum lokalne.

o Jezeli f"”(c) < 0, to funkcja f ma w punkcie ¢ maksimum lokalne.



Recura pE 'Hospitara. Niech f i g bedg funkcjami rézniczkowalnymi na przedziale (a, b)
oraz niech g’(x) # 0dlax € (a, b). Jezeli

o lim, .+ f(x) = 0oraz lim,_, .+ g(x) =0 lub

e lim, ..+ f(x) = +o0 oraz lim,_, .+ g(x) = +o0,

f(

to lim,_, o+ g(—’;)) =lim,_,q+ '

—9/(1)) pod warunkiem, Ze granica po prawej stronie istnieje.

(FORMALNYM) SZEREGIEM POTEGOWYM hazywamy szereg postaci

Zan(x—c)“ =aq+a(x—c)+ax—cP+as(x—c)+...

n=0
Liczby rzeczywiste a,,, gdzie n € N U{0}, nazywamy wspélczynnikami tego szeregu, a punkt c
jego srodkiem. Stowo ,formalny” oznacza, Ze abstrahujemy od tego, czy dla danej wartosci
zmiennej x szereg ten jest zbiezny czy rozbiezny. (Zauwazmy, ze dla konkretnej wartosci x
szereg potegowy staje sie ,zwyklym” szeregiem liczbowym, wiec pytanie o jego zbieznos¢
jest zupelnie naturalne.)

Promiex zeieznoScr. Jezeli dla danego szeregu potegowego )

Nt .
o Qn(x — c)™ istnieje granica

o= limy,_,o {/|anl, to promieniem zbieznodci tego szeregu nazywamy liczbe

1, jezeli o € (0, 400),

R:= < 400, jezelix =0,
0, jezeli @ = +o0.

Uwaca: W niektérych przypadkach promieni zbiezno$ci tatwiej wyznaczy¢ obliczajac wielkoé¢

X ze WZOru o := limy, o | <251
n

ZBIEZNOSC SZEREGOW POTEGOWYCH. Niech ) a,, (x—c)™ bedzie szeregiem potegowym o pro-

mieniu zbieznosci R > 0. Wtedy dla kazdego x € (c — R, ¢ + R) szeregi

o0 o0
Zan(x—c)“ oraz Zlanl cx —c™
n=0 n=0

(traktowane jako szeregi liczbowe) sg zbiezne.

PopstawieNIE UNIWERSALNE. W catkach trygonometrycznych mozemy réwniez wykorzystac

tzw. podstawienie uniwersalne. Poniewaz

215 (1) 1182 (1)
1
2

sinx = ———=-"~ o0raz cosx = _——— 7=,
1+ tg? (1x) 1+ tg? (1x)
iy 1 . b
podstawiajac t = tg (Ex), otrzymujemy x = 2 arc tgt oraz dx = 11 e jak réwniez
sinx = 2t oraz CoOSXx = ks
1+t 14t



Catrka oznaczoNA. Niech F bedzie funkcjg pierwotng dla funkgji f cigglej w przedziale [a, b].

Woéweczas catkg oznaczong z funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy liczbe

b .
INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA CALKI OzNACZONE]. Catka oznaczona |[_[f(x)|dx jest polem

obszaru ograniczonego wykresem funkgji f, osig OX oraz prostymix = aix =b.

Y

POLE OBSZARU POMIEDZY WYKRESAMI FUNKCJI. Pole obszaru ograniczonego z géry wykresem

funkgji f, z dotu — wykresem funkcji g oraz prostymi x = a i x = b mozna obliczy¢ ze wzoru
[PIF(x) — g(x)1dx.

a

Y,

WYZNACZNIK MACIERZY STOPNIA 2 mozna obliczy¢ ze wzoru

a b
det = ad — bec.
e [C d] a c

WYZNACZNIK MACIERZY STOPNIA 3 mozna obliczy¢ ze wzoru Sarrusa

= d1102033 + Q12023031 + Q13021032

—(az1axnaiz + azaxan + aszasan)




WYZNACZNIK — ROZWINIECIA LaPLacE’a. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [ay;] stop-

nia n nazywamy liczbe det A (od stowa determinant) zdefiniowang w nastepujacy sposéb:
o jezelin =1,t. A = [a1], todet A = ay;,

e jezelin >1,todetA = 3 ', (—1)"J ay; det Ayj, gdzie Ay; oznacza macierz stopnian—1,
powstalg z macierzy A poprzez skreSlenie pierwszego wiersza oraz j-tej kolumny.

MACIERZ ODWROTNA DO MACIERZY STOPNIA 2 mozna wyznaczy¢ ze wzoru
1
a b 1 d —-b
c d ad—bc |—c a |’

PocHopNE czastkowk. Niech f bedzie funkcjg dwéch zmiennych okre$long na prostokacie
(Cll, bl) X ((12, bz) oraz niech (E,T]) c ((ll,bl) X ((12, bz)

e Pochodng czgstkowg funkcji f w punkcie (&,1) wzgledem pierwszej zmiennej nazywamy
granice (o ile istnieje)
of . f(&E+h,m) —f(§,
54&n%:hm (& +h,n) (am.
X h

h—0

e Pochodng czgstkowq funkcji f w punkcie (&, 1) wzgledem drugiej zmiennej nazywamy granice
(o ile istnieje)
of f(&,n+h)—A~(E,
Of (¢ 1) = lim (&M & (En)

oy h—0

PocHobpnymr czastkowymr FUNKCT f, okreélonej na prostokacie (aj, by) X (az, by), nazywamy
funkcje % oraz 66_1.]:’ ktére punktom (s,t) € (a;;bl) X (ay, by) przyporzadkowuja wartosci

pochodnych czastkowych w tych punktach, tj. 5-(s, t) oraz g—; (s, 1).

PocHobNE wyzszycH RzepOW. Niech f bedzie funkcja dwoéch zmiennych okre$long na

prostokacie (aj, b1) x (ay, by). Zatézmy, ze w kazdym punkcie prostokata (a;, bi) x (ay, by)
istniejg pochodne czastkowe funkgji f. Pochodne czgstkowe tych pochodnych, jeZeli istnieja,
nazywamy pochodnymi czgstkowymi rzedu drugiego funkcji f i oznaczamy symbolami

e _ o (of o _ 0 (o
x2  Ox \ 0x dydx  dy \ Ox
o _ o (or er_o (o
ox0y  Ox \ dy dy2  dy\dy/’

Podobnie definiuje si¢ pochodne trzeciego i wyzszych rzedoéw.

.s 2 2
PocHopNyMI Mieszanymi funkdji f nazywamy pochodne =21 oraz -2t
Jdyox ox0y



Recura raNcucHowa. W celu obliczania pochodnych czgstkowych funkcji ztozonych korzysta

sie z tzw. reguty laricuchowej. Przypuéémy, ze chcemy obliczy¢ pochodne czgstkowe funkcji
z = f(u,w), przy czym u = g(x,y) oraz w = h(x,y). W tym celu rysujemy drzewo zaleznosci
zmiennych

Poruszajac sie po drzewie od korzenia (wierzchotka z) do lisci (wierzchotkéw x iy) wzdtuz
krawedzi, otrzymujemy nastepujace wzoru

0z 0z ou 0z ow ., 02 _0z Ou 0z Ow

ox du 90x Oow 0x dy ou dy ow dy’
Nalezy pamietad, Ze poruszajac sie¢ wzdluz tej samej gatezi (czyli ciggu krawedzi prowadza-
cych od korzenia do liScia) nalezy poszczegdlne ,wyniki” mnozy¢, a w przypadku zmiany
galezi nalezy ,, wyniki” dodawac¢.

ExsTREMA LOKALNE. Méwimy, Zze funkcja f okreSlona na prostokacie otwartym D = (a;, by) X
(ap, by) osiaga w punkcie (¢,m) € D

o maksimum lokalne, gdy istnieje taki prostokat otwarty U C D zawierajacy punkt (&,n),
ze dla wszystkich (x,y) € U zachodzi f(&,m) > f(x,y),

o minimum lokalne, gdy istnieje taki prostokat otwarty U C D zawierajacy punkt (&,1), ze
dla wszystkich (x,y) € U zachodzi f(&,1) < f(x,y).

WARUNEK KONIECZNY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO. Jezeli funkcja f: (a;, b1) x (az, b)) =+ R

osigga w punkcie (&, 1) ekstremum lokalne i ma w tym punkcie pochodne czgstkowe, to

of

of
&(Eﬂ]) =0 oraz @(‘(—,/n) =0.

Hesjan. Niech f: (a3, by) x (a2, by) = R bedzie funkcjg, ktéra posiada pochodne czastkowe
drugiego rzedu. Hesjanem funkcji f nazywamy nastepujacy wyznacznik funkcyjny

a—zf(x y) or (x,y)

ox2 oyox
H(x,y) = det x yox

o xy Ly

oxdy Y oy? &

Sama macierz drugich pochodnych nazywamy macierzg Hessego.



WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 1. Niech f bedzie funkcja zdefinio-

wang na prostokacie otwartym zawierajagcym punkt (&,n), ktéra posiada ciggte pochodne

czastkowe drugiego rzedu, oraz niech %(E,,n) = ( oraz g—;(&,n) =0.

e Jedli H(&,m) > 0, to funkcja f w punkcie (&,m) ma ekstremum lokalne, przy czym jezeli
o2 f o2 f

2 52 (&m) <0, to jest to maksimum.

(&,1) > 0, to jest to minimum, a jezeli

e Jesli H(E, 1) < 0, to funkcja f w punkcie (&,m) nie ma ekstremum lokalnego. W punkcie
(&, 1) wystepuje tzw. punkt siodtowy.

o Jesli H(&,m) = 0, to kwestia istnienia w punkcie (&,1) ekstremum lokalnego funkgji f
nie jest rozstrzygnieta.

WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 2. Niech f bedzie funkcjg n zmien-

nych zdefiniowang na prostokacie otwartym zawierajgcym punkt & := (&1, &,, ..., X, ), ktora
posiada ciggle pochodne czastkowe drugiego rzedu oraz niech

of
aXi

(&) =0dlakazdegoi=1,...,n.

Ponadtodlai=1,...,nniech

i a_zf(a) 0%f 0%f i
X3 0X10%y 0x10%;4
0°f 0°f 0*f
. (&) 5(8)
H; (&) := det | 0x,0%; 0x35 0x20%4
0% f 0*f azf(a)
| 0x10%4 0% 0% 2 |

o Jesli Hi(&) > 0 dla kazdego i € {1,...,n}, to funkcja f posiada w punkcie & minimum
lokalne.

e Jesli (—1)'Hi(&) > 0 dla kazdego i € {1,...,n}, to funkcja f posiada w punkcie &
maksimum lokalne.

o Jesli cigg kolejnych hesjanéw H; (&), gdzie i € {1,...,n}, nie spelnia zadnego z dwéch
powyzszych warunkoéw, to o ile H; (&) # 0 dla kazdego i € {1, ..., n}, to funkcja f nie ma
ekstremum lokalnego w punkcie &.



