WzoRry skR6CONEGO MNOZENIA. Dla dowolnych a, b € R mamy

(a+1b)®=a®+3a%b + 3ab® + b3, (a—b)®=a®>—3a’b +3ab®> — b3,
a®+ b= (a+b)(a®—ab+1b?), a®—b®=(a—D)(a®+ ab +b?).

Wzory VIETE'A. Dla pierwiastkéw x;, x, tréjmianu ax? +bx +c, gdzie a # 0, prawdziwe sg
WZOrYy:

Xitx=——, X1 X=-, —+—=——, X\tN=—p— St+t5;=—7)
a a X1 X2 Cc a X1 X5 C

Funkcja wyMIERNA nazywamy funkcje bedacg ilorazem dwéch wielomianéw

aan + an,lx“_l +...+taqx+qp
b X™ 4+ b Xx™ L+ ...+ bix+ by’

f(x) =
gdzie n,m € NU {0} oraz a,,...,a;,ap,bm,...,b;,bp € R przy czym a,, # 01ib,, # 0.
Dziedzing funkcji wymiernej jest zbiér R z pominieciem tych liczb, dla ktérych mianownik

przyjmuje wartosc¢ zero.

UrAMKIEM PROSTYM nazywamy kazda funkcje wymierng postaci

A lub Bx+ C
(x —a)k (x2+bx +c)V

gdziek,1 € N, A,B,C,a,b,c € Roraz b® — 4c < 0. Okazuje si¢, ze kazda funkcje wymierng,
ktorej licznik ma stopienn mniejszy niz mianownik, mozna przedstawic¢ w postaci sumy utam-
kéw prostych. Przyktadowo

1 1 A B

1 =D+ D) x—1"x¥1

X +x*—-1 A N B +Cx+D+ Ex+F N Gx+H
(x24+1B3(x+4)2  x+4 (x+4)2 x2+1  (2+1)2 (x2+1)%

WeasNnoScI bziaLAaN NA POTEGACH. Dla dowolnych a,b € (0, +00) oraz dowolnych x,y € R
zachodza nastepujgce wzory:

e a¥-a¥ =a""y, e (a-b)*=a*-b¥,
e a*:a¥=a""Y, ¢ (%)X = lcal_z’
e a¥=1, o (a¥)V = a™v.



Funkcyja wykeapNicza nazywamy funkcje f: R — (0, +-00) dang wzorem f(x) = a*, gdzie

a € (0,1) U (1,4+o00) jest ustalong liczbg rzeczywista.

Y a>1 (16(0,1) Yy

Werasnosct LogarytmOw. Dla dowolnych a, a;, az, b, by, by € (0, +00) takich, ze a,a;,a; # 1

oraz dowolnego k € R zachodzg nastepujace wzory:

e log, 1=0, e log b*=klog, b,
o log, (b1 -b,) = log, b1 +log, by, o log, b= 11;):&2:1'
e log (b :by) =log, by —log by, o al%8.? =D.

Funkcya LoGARYTMICZNA nazywamy funkcje f: (0, +oo) — R postaci f(x) = log  x, gdzie

a # 1 jest ustalong dodatnig liczbg rzeczywista. Okazuje sie, ze funkcja logarytmiczna
x — log  x jest funkcjg odwrotng do funkcji wyktadniczej x — a*.

Y Y
a>1

ae(0,1)



WaRrTOSC1A BEZWZGLEDNA liczby rzeczywistej x nazywamy liczbe |x| okreslong wzorem

x| x, jezelix >0,
X| =
—x, jezelix <O0.

WerasNoSct warTtoSct BEzwzGLEDNE]. Dla dowolnych x,y € R mamy

o [x| >0,

Ix —y| < IxI+ lyl,

o —[x| <x < [x|, Ix-yl=Ix|-lyl

Ix:yl=Ix:|yl,oiley #0,

o |—x| =[x,

o [x+yl < x[+1yl, |IxI = lyl| < x—yl.

WerasNoSct warTtoSct BEZWZGLEDNE] 2. Niech a > 0. Wtedy

o |x| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = alub x = —a,
o x| < awtedy itylko wtedy, gdy —a <x < q,
o x| > a wtedy i tylko wtedy, gdy x > alub x < —a.

Uwaca: Powyzsze wlasnosci pozostajg w mocy, gdy zastgpimy znaki nieréwnoéci < i
znakami < i >.

Kosinusoma. Wykres funkgji f(x) = cos x nazywa sie kosinusoidg.

/ COS X
27 _ 37 —7 721 % TT 37“ 27
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WARTOSCI FUNKC]I TRYGONOMETRYCZNYCH. W ponizszej tabeli zebrano wartosci funkcji trygo-
nometrycznych dla podstawowych katéw. Symbol ,n.i.” oznacza, ze dana warto$¢ nie istnieje.

o4 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270°

. 1 V2 V3 V3 V2 1 1 V2 V3
sime 053 % % 1 % ¥ 2 0 = -5 -5 -1
V3 V2 1 1 V2 V3 V3 V2 1
cosee 1 5 % 5 0 — -5 -5 -1 -5 -5 -5 0
tg 0 ¥ 1 V3 nii V3 -1 ¥ o0 ¥ 1 3 ni
ctgae mi. V3 1 ‘/75 0 _\/Tg -1 —V/3 ni V3 1 ? 0

ZNAKI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH. W ponizszej tabeli zebrano ,znaki” funkcji trygonome-
trycznych w poszczegoélnych ¢wiartkach. Symbol ,+” oznacza, Ze funkcja trygonometryczna
przyjmuje w danej ¢wiartce warto$¢ dodatnia, symbol ,—” — warto$¢ ujemna.

e (0°90°) (90°,180°) (180°,270°) (270°,360°)

sin + + — -
COS & + - — +
tg o + — + -
ctg o + — + -

W2zory REDUKCYINE. Obliczajac warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katéw innych niz
katy ostre mozna postugiwac si¢ ponizszymi wzorami redukcyjnymi.

B —a¢ Z-a ZT4a m—a mw+a FT—oa FTt+a 2n—a
sin}, —sinax cosa  Cosa sin¢ —sinx —cosax —coso —Sinox
cos3 cosx sinx —sinx —cosx —cosx —sina @ sinx CoSs x

tgBp —tgax ctga —ctga —tgo tg ctgax —ctgax —tgo
ctgfp —ctgax tgax —tgax —ctgax ctga tg —tgax —ctgx

Tozsamosct TRYGONOMETRYCZNE. Ponizej zebrano podstawowe tozsamosci trygonometryczne:

e sin’ o+ cos?x =1, o tgx-ctga=1,
sin o Cos &

o tgx = , o ctgax = —,
Cos sin &

Funkcje trygonometryczne podwojonego kata:

e sin2x = 2sin o - COS &, e cos2x = cos? x — sin® «,
2 1—cos2x ) 1+ cos2x
e sin “:T’ ® COS “:T'



Funkcje trygonometryczne sumy i ré6znicy katow:
e sin(x+ B) =sina-cos P + cos o - sin 3,
e sin(x — ) =sinx-cos P —cosw-sinf3,
e cos(ax+ ) =cosa-cosfP —sinw-sin 3,
e cos(x— ) =cosa-cosf + sin - sin 3.

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych:

osinoc+sin[5:2sin(x+ﬁ~cos(x—B,
2 2

osinoc—sin[S:2cos(X+B-sinoc_ﬁ,
2 2

ocosoc+cos[5:2cosoc+[3-cosoc_B,
2 2

o+ a—P

® COsx—cos 3 =—2sin 5 - sin 5

Z powyzszych tozsamosci otrzymujemy réwniez:

1 1
e sinx-sinf3 = Ecos(oc— B)— Ecos(oc+ B),

1 1
e sinx-cosfP = Esin(oc— B)+ Esin(och B),

1 1
® COSX-CosSP = Ecos(oc— B)+ Ecos(oc—k B).

RéwNoLICZNOSCE zBIOROW. dwa zbiory X i Y sg rownoliczne (co zapisujemy X ~ Y) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje bijekcja f: X — Y odwzorowujgca wzajemnie jednoznacznie zbiér X na Y.
Mozna np. pokazaé, ze odcinek (0,1) jest r6wnoliczny z kwadratem bez brzegu o boku
dlugosci 1.

TwierDzENIE CANTORA-BERNSTEINA. Jezeli zbidr A jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem
zbioru B, a zbiér B jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru A, to zbiory A i B s3
rownoliczne. W szczegdlnosci, jezeli C € B C A oraz A ~ C, to réwniez B ~ A oraz B ~ C.

ZBIORY SKONCZONE I NIESKONCZONE. Zbidr X jest nieskoriczony, gdy jest on réwnoliczny z pew-
nym swoim podzbiorem wladciwym A (wlasciwym tzn. takim, ze A C X, ale A # X). Mowimy,
ze zbior X jest skoriczony, gdy nie jest on nieskoriczony.

Najprostszymi przyktadami zbioréw nieskoriczonych sg zbiory liczbowe: N, Z, Q czy R. Przy-
kfadami zbioréw skoriczonych s Z,, dlan > 2. Zbidr pusty jest rowniez zbiorem skoriczonym.

ZBIOR PRZELICZALNY. Zbi6r X nazywamy przeliczalnym, gdy X jest skoriczony lub réwnoliczny
ze zbiorem liczb naturalnych. Okazuje sie, ze niepusty zbidr jest przeliczalny, gdy wszyst-
kie jego elementy mozna ustawi¢ w ciagg (skoriczony lub nieskoriczony). Co wiecej suma
mnogosciowa przeliczalnej liczby zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.
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ZBIORY MocY Ny. W8réd zbioréw przeliczalnych specjalne miejsce zajmujg zbiory nieskoni-

czone. S one réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych. Ich moc (liczebno$¢) oznacza sie
symbolem N (czytaj: alef zero). Z samej definicji zbiér N ma moc N,. Jak zobaczymy w zada-
niach moc Xy majg réwniez zbiory Z oraz Q.

ZBIORY MOCY ¢. Zbidér réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych R nazywamy zbiorem

mocy kontinuum. Skrétowo mozemy napisaé, ze zbior taki ma moc ¢. W teorii mocy dowodzi
sie, ze P(N) ~ R, a zatem zbiér P(N) wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych ma moc
kontinuum. W konsekwencji X, < ¢, co oznacza, ze zbidr liczb rzeczywistych ma ,znacznie
wiecej” elementéw niz zbidr liczb naturalnych (a zatem i wymiernych).

TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH. Jezeli wyrazy ogélne ciggéw (an )nen, (bn)nen 0raz (cnnen

spetniajg nieréwnos¢ a,, < b, < ¢, dlan € Norazjezeli ciggi (an)neni(cn)nen maja wspélna
granice g € RU{%o0}, tzn. limy_,o, an = lim,_, ¢ = g, to cigg (bn )neny ma te samg granice,

§. limp 0o b = g.

DZzIALANIA ARYTMETYCZNE NA CIAGACH ZBIEZNYCH. Jezeli ciagi (an)nen Oraz (b )nen sa zbiezne

odpowiednio do liczb a oraz b, tzn. lim,_,,, a, = a oraz lim,,_,., b, = b, to
o cigg (an + bn)nen zbiega do a + b, tzn. lim,_,(an +by) =a+b,
e cigg (an — bn)nen zbiega do a — b, tzn. lim, _,(an —by) =a—b,
e ciag (an - bn)nen zbiegado a - b, tzn. limy o an - by =a-b,

o ciag (S—:)neN zbiega do ¢, tzn. lim,,_, g—: = ¢,0ileb#0orazb, #0dlan € N.

SyMBOLE NIEOZNACZONE. W powyzszym twierdzeniu ograniczyliSmy sie do ciggéw zbieznych

z uwagi na mozliwoé¢ wystapienia tzw. symboli nieoznaczonych, ktére, jak wskazuje nazwa, nie
majg jednoznacznie ustalonej wartosci. Symbolami nieoznaczonymi sa: 3, 2, co — 00, 0 - 0o,
0%, 1, 0o.

Monotoniczno$¢ ciacu. Cigg (an)nen Nazywamy

o rosngcym, gdy a, < any1 dlakazdegon € N,
o malejgcym, gdy an41 < a, dlakazdegon € N,
o niemalejgcym, gdy a,, < an41 dla kazdegon €N,

e nierosngcym, gdy any1 < a, dla kazdegon € N.



WAaZNE GrRANICE. Ponizej zebrano podstawowe granice ciggow:

o lim /n=1,

n—oo

o lim {Ya=1,jezelia >0,

n—oo

o lim a™ =0,jezeli|al <1,
n—oo

e lim (1+ an)ﬁ = e, jezeli lim a,, =0oraza, #0dlan eN.
n—,oo n—oo

Szerec. Niech dany bedzie pewien ciag (an)nen. Wyrazenie a; + ax + az + ... +an + ...
nazywamy szeregiem, liczby ai, a,, ...nazywamy wyrazami szeregu, a element a,, —wyrazem
o0golnym szeregu. Szereg a; + A, + a3 + ... + an + ... skrétowo oznaczamy réwniez ) ) an.

Sumy czesciowk szerecu. Niech dany bedzie pewien cigg (an)nen. Ciag s1 := ay, 82 := a1 +ay,

. . s . o0
.o, Sn=a1+ az + ...+ a,, ...nazywamy ciggiem sum czegsciowych szeregu ) . an.

Suma szerecu. Niech dany bedzie pewien ciag (an)nen. Jezeli cigg (sn)nen sum czeSciowych

szeregu > -, a, jest zbiezny do granicy skoriczonej s, to méwimy, ze szereg > ., a, jest
zbiezny, a liczbe s nazywamy sumg tego szeregu piszemy wtedy > >, a, = s. Szereg, ktéry
nie jest zbiezny nazywamy szeregiem rozbieznym.

WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI SZEREGU. JeSli szereg > | a, jest zbiezny, to lim,, _,o, a5, = 0.

KryTERIUM 1LORAZOWE (D’ALEMBERTA). Niech bedzie dany szereg Y °_; a,,, gdzie a, > 0dla

n € N, oraz niech ot = lim,,_,, “*. Wéwczas:
e jezeli x < 1,to szereg ) ,_, an jest zbiezny,
o jezeli o« > 1, to szereg ) _; a, jest rozbiezny,
e jezeli o« = 1, to kryterium ilorazowe (d’Alemberta) nie rozstrzyga zbieznosci szeregu

oo [¢] . z . . P
2 n_1Qn, tzn. szereg ), a, moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.

KryTERIUM PIERWIASTKOWE (CAUCHY'EGO). Niech bedzie dany szereg ) _; an, gdzie a, > 0
dlan € N, oraz niech « = lim,, ., /a,. Woéwczas:

e jezeli o < 1,to szereg ) . a, jest zbiezny,
e jezeli « > 1, to szereg > ., a, jest rozbiezny,

o jezeli o = 1, to kryterium pierwiastkowe (Cauchy’ego) nie rozstrzyga zbieznosci szeregu
> > | an, tzn.szereg > -, a, moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.



KRYTERIUM POROWNAWCZE. Zalézmy, ze 0 < a, < b, dlan > ny, gdzie n jest pewna ustalong

liczbg naturalng. Wéwczas:

e jezeliszereg ) °_, b, jest zbiezny, to zbiezny jest szereg > _; an,

e jezeliszereg Y *° | a, jest rozbiezny, to réwniez szereg > ., b, jest rozbiezny.
Uwaga: Szeregiem, z ktérym najczesciej poréwnujemy dany szereg w kryterium poréwnaw-

= 1
>

n=1

czym, jest szereg Dirichleta

Jezeli a € (0, 1], to szereg Dirichleta jest rozbiezny do 400, natomiast jezeli a > 1, to szereg
Dirichleta jest zbiezny.



