Rozpziat 22

RACHUNEK CALKOWY
FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

TEORIA

CALKAMI ITEROWANYMI nazywamy catki postaci

b1 / by bn
J (J (J f(xl,xz,...,xn)dxn>...dxz) dxq,

gdzie f jest funkcjg n zmiennych (x4, . .., x ) zdefiniowang na prostokacie [a;, b1] x...x[a,, by].

W przypadku funkcji g dwéch zmiennych, zdefiniowanej na prostokacie [a, b] x [c, d] catki
iterowane przyjmujq postac

[([ovos)or o [([ovws)e

w zaleznosci od tego, catkowanie wzgledem, ktdrej zmiennej bedziemy wykonywa¢ jako
pierwsze.

TwierDZENIE FUBINIEGO DLA PROSTOKATA. Jezeli funkcja f okreslona na prostokacie A = [ay, bq] %

[ay, by] jest ciggla, to jest ona catkowalna w A oraz zachodzi wzoér

JL\ fx, y)dxdy = J: (E: f(x,y) dy) dx = J:: (J: f(x,y) dx> dy.

TwierDzENIE FUBINIEGO DLA OBszaAROW NORMALNYCH 1. Niech g, h: [a;, bi] — Rbedg funkcjami
ciggtymi oraz niech A = {(x,y) € R*: a; <x < byoraz g(x) <y < h(x)}. Jezeli f: A —» R
jest funkcja ciggla, to catka z funkgcji f na zbiorze A istnieje oraz zachodzi wzér

JJA f(x,y)dxdy = J: (J::: f(x,y)dy) dx.

Y,y




TwierDzENIE FUBINIEGO DLA OBszAROW NORMALNYCH 2. Niech g, h: [ap, ba] — R bedg funkcjami

ciggltymi oraz niech A = {(x,y) € R?: a, <y < byorazg(y) < x < h(y)}.Jezelif: A - R
jest funkcja ciggla, to catka z funkgcji f na zbiorze A istnieje oraz zachodzi wzér

by / rh(y)
” f(x,y)dxdyzj <J f(x,y)dx)dy.
A a \Jg(y)
Y,
b,
as
X

Osszary ,,zrozoNE”. W przypadku gdy mamy do czynienia z obszarem A, ktéry nie jest

normalny, staramy sie podzieli¢ go na kawatki Ay, ..., A,, z ktérych kazdy bedzie obszarem
normalnym (wzgledem osi OX lub QY) i korzystamy ze wzoru

Il

n

f(x,y) dxdy = Z ”

i=1 7Y A

f(x,y) dxdy.

/. ADANIA

Zadanie 22.10. Oblicz nastepujace calki iterowane:

r2 rd rl r10x
(a) ( Xy dy>dx, (e) ( Vyx —x2 dy)dx,
Jo \J2 Jo \Ux
r4 /2 r3 / r2x+1 3
b xydx |dy, f ( d )dX,
® [, (], war)es O =
rl r2X r1 ry .
(c) ( (x—y+1) dy) dx, (g) ( ev dx) dy,
Jo \Ux Jo \Jo
rl 7 r3x rln3 X
(d) ( (y+x—1) dy) dx, (h) (J 6e™ Y dy) dx.
Jo \Ux J1 0

Zadanie 22.11. Oblicz nastepujace catki podwdjne:

rr

rr

rr

x*y dxdy, gdzie A =[0,3] x [1,3],

JA

8y3x dxdy, gdzie A = [-2,0] x [0, 1],
A

(x — 3y?) dxdy, gdzie A = [0,2] x [1,2],
g

JA




r

(6x*y — 2y) dxdy, gdzie A =[1,2] x [0,3],

JA

r 2

Xy
AX2+1

ycos(xy) dxdy, gdzie A = [1,2] x [0,7],
A

dxdy, gdzie A =[0,1] x [0, 3],

r

Xy eX'y dxdy, gdzie A =[0,1] x [0, 2],

JA

r

X

Zadani

r

r

J

r

Jal+xy

dxdy, gdzie A = [0,1] x [0,1].

e 22.12. Oblicz nastepujace catki podwéjne:

r

2dxdy, gdzie A jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniach y = x* oraz
A
=8—%?

r

4x dxdy, gdzie A jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniach y = 2x?
A

orazy =1+ 2,

r

30xy* dxdy, gdzie A jest obszarem w pierwszej ¢wiartce ograniczonym krzywymi

JA

réwnaniach x =0,y = 0 oraz x = /1 —y?,

r

(x +y) dxdy, gdzie A jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniach x = 0,

A
=0orazy+x =23,

10y dxdy, gdzie A jest obszarem ograniczonym krzywymi o rownaniach y = /x

r

JA
orazy = x>,

r

()

r

(8)

eV’ dxdy, gdzie A jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniachx =0,y =1

JIA
orazy —x =0,

r

1dxdy, gdzie A jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniachy = —x — 2,

J

Y

r

(h)

JA

=—7x+10orazy =2x+1,

xy dxdy, gdzie A jest obszarem ograniczonym krzywymi o réwnaniach y = —x*+4,

J

Y

JA

= 34/x oraz potprostg (—oo, 0].

Zadanie 22.13. Dokonujac zamiany kolejnosci catkowania, oblicz:

(a) J

o )

(

X

[ o) @ [

Jl sin(y?) dy) dx, (c) Jl <r V1+x3 dx) dy,
0 \Jyy

4
J cos(x%) dx) dy.

yZ



ODPOWIEDZI

2210 (a) Zgodnie z kolejnosciag wykonywania dzialari, zaczniemy od obliczenia “nawiasu”, czyli
catki wewnetrznej. Mamy

4 4 y=4
1 1 1
nydy@xjydy@x‘gﬂ (:)fx-42—fx-22:8x—2x:6x,
2 2 2 y=2 2 2

gdzie réwnos¢

(1) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest y, a wigec mozemy wspoétczynniki stale (w tym takze x)
wyciggnad przed catke,

(2) wynika z tego, ze [tdt = 3t> + C,

(3) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 2 oraz y = 4 do wyniku catki (pamietajmy o
kolejnosci: “granica gérna” — “granica dolna”).

I

gdzie réownos¢

Zatem

4 2 2 x=2
1
nydy>dx@J 6xdx@6j xdx@6-§x2 W32 _3.02—12-0=12,
0

2 0

x=0

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 6x,

(2) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a wiec mozemy wspoélczynnik staty 6 wyciggnaé
przed catke,

. . 1
(3) wynika z tego, ze [tdt = ;t> + C,

(4) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x = 2 do wyniku calki.

Jj (F xgdy> dx = 12,

2
(b) Podobnie jak poprzednio, rozpoczniemy od obliczenia catki wewnetrznej. Mamy

Podsumowujac

x=2
) 1 » 1 >
= y-22——y-0?=2y—0=2y,
> 29 Y Y

—

2 2
1
J xydx@yj xdx@gj-ﬂc2
0 0 2

x=0
gdzie rownos¢
(1) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a wiec mozemy wspétczynnik staty y wyciagnaé
przed catke,
(2) wynika z tego, ze [tdt = 31>+ C,
(3) wynika z podstawienia za x granic calkowania x = 0 oraz x = 2 do wyniku cafki.
Zatem
4
L

gdzie réwnos¢

y=4
=42_22=-16—4=12,
y=2

y=4 (4
=y
y=2

2 4 4

1
nydx)dy (QJZydy (QZJydy @2792 2
0 2 2 2

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 2y,

(2) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest y, a wiec mozemy wspoélczynnik staty 2 wyciagnaé
przed catke,

(3) wynika z tego, ze [tdt = 31> + C,



(4) wynika z podstawienia za y granic calkowania y = 2 oraz y = 4 do wyniku catki.

L

(c) Obliczenia zaczniemy od catki wewnetrznej. Mamy

Podsumowujac

2
J Xy dx) dy =12.
0

2X (1) 2X 2x 2X
J (x—y+1)dy:J xdy—J ydy+J 1dy

X X X X

2) 2X 2x 2x
:xJ 1dy—J ydy—i—J 1dy

X X X

3) y=2x 1 Zy:2x y=2x
=Xy _Ey +y
y=x y=x y=x
1
Dy. (2x —x) — E[(Zx)z —x%] + (2x —x)
2 1.5 2
=x"— —[4x* —x7] +x
2
3 1
:x2—§x2+x:—§x2+x,

gdzie réwnos¢

(1) wynika z faktu, ze calka jest tzw. operatorem liniowym, tzn. mozna rozbié¢ catke sumy/réznicy na
sume/réznice catek (np. [(y +y?) dy = [ydy + [y dy),

(2) wynika z tego, Zze zmienng catkowania jest y, a wiec mozemy wspoétczynnik staty x wyciaggnaé w

. . . 2% 2x

pierwszej calce przed znak calki, tzn. [J" xdy =x [" 1dy,

(3) wynika z tego, ze [1dt =t + Coraz [tdt = 1>+ C,

(4) wynika z podstawienia za y granic calkowania y = x oraz y = 2x do wyniku catek.

Mozemy teraz przej$¢ do obliczenia catki zewnetrznej. Mamy

Ll <Kx(x —y+1) dy) dx & E (—;xz + x) dx

1 1
(—)—J xzdx—i—J x dx

2 Jo 0

1 1 x=1 1 x=1
(i)—f-fxg’ + 22

23 x=0 2 x=0
G) 1.3 3, 1.5
= ——(1 0 —(1 0

(=0 4 5(17 —0?)
_1,11
- 2 3

gdzie rownos¢é
(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku calki wewnetrznej, tj. —3x? + x,

2) wynika z faktu, ze mozemy catke sumy rozbi¢ na sume catek,
y y € y €



(3) wynika z tego, ze zmienng calkowania jest x, a wiec w pierwszej calce mozemy wspélczynnik
staly —3 wyciagna¢ przed znak catki,
(4) wynika z tego, ze [tdt = 3t> + Coraz [t?dt = 1>+ C,

(5) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x = 1 do wyniku calek.

A

(d) Podobnie jak poprzednio, rozpoczniemy od obliczenia catki wewnetrznej. Mamy

Podsumowujac

2% 1
J (x—y+1)dy>dx:.
x 3

3x 1) 3x 3x 3x
J (y—l—x—l)dy:J ydy+J xdy—J 1dy

X X X X

3x 3x 3x
—J ydy+xj 1dy—J 1dy

X X X

—
—

y=3x y=3x

+x-y

y=3x
-y

y=x y=x y=x

[(3%)% — x%] + x(3x — x) — (3x — x)

= §[9x2 — X2 +2x% —2x

= 4x? + 2x% — 2x = 6x% — 2%,

gdzie rownos¢

(1) wynika z faktu, ze calka jest tzw. operatorem liniowym, tzn. mozna rozbié¢ catke sumy/réznicy na
sume/réznice catek (np. [(y +y?) dy = [ydy + [y dy),

(2) wynika z tego, ze zmienng calkowania jest y, a wiec mozemy wspétczynnik staty x wyciagnaé w
drugiej catce przed znak calki, tzn. [ ix ydy =x fix 1dy,

(3) wynika z tego, ze [ 1dt =t+ Coraz [tdt = 1t + C,

(4) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = x oraz y = 3x do wyniku catek.

Mozemy teraz przejé¢ do obliczenia catki zewnetrznej. Mamy

J: <J3x(y +x—1) dy) dx w J1(6x2 —2x)dx

X 0

—

(! 1
:J 6x2dx—J 2x dx
0 0

1 1
(i) 6J xzdx—ZJ x dx
0

x=1
1 2

gdzie réwnos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 6x* — 2x,

6



(2) wynika z faktu, Ze mozemy catke sumy rozbi¢ na sume cafek,

(3) wynika z tego, Ze zmienng catkowania jest x, a wiec w pierwszej calce mozemy wspoétczynnik
staly 6 wyciagnaé przed znak catki; w drugiej tak samo postepujemy z czynnikiem 2,

(4) wynika z tego, ze [tdt = %tz + Coraz [t?dt = %ts +C,

(5) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x = 1 do wyniku calek.

1
I
(e) Podobnie jak we wczesniejszych zadaniach, zaczniemy od obliczenia catki wewnetrznej

10x
J Vyx —x2 dy. (=)}

X

Podsumowujac

3x
J (y+x1)dy>dx:1.

X

Niestety w tym przykladzie proste metody catkowania, z ktérych korzystaliémy do tej pory, nie
zadziatajg. BySmy mogli fatwo wybraé¢ metode catkowania, zauwazmy, Ze zmienng catkowania jest y,
a wiec x traktujemy jako stala, tzn. powyzsza catka jest postaci (np. wybierajac x = 1)

10
L vy—1dy.

Funkcje zlozone (a taka jest wlasnie funkcja podcatkowa /y — 1) zazwyczaj catkuje sie metoda pod-
stawiania (podstawia sie wtedy funkcje wewnetrzng; w przypadku funkcji vy — 1 podstawialibySmy
wiect =y — 1). Tak tez postapimy, by obliczy¢ ([J). Mamy

2

t=yx—x
10x (1) (3) 9x? 1
J Vix—dy = {1-at Y (1.x—0)dy :j Vi Sdt
X 0 x
1 4, (2)
(i)lfxztidt
X Jo
(2)1 gt% t=9x2
Cx 3 o
6) 2 2.3
= —|(9x7)2 -0
3X[(X) ]
D 2 573 — 188
3x ’

gdzie réwnos¢

(1) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = yx — x?, przy czym po stronie
lewej pochodng liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej
wzgledem zmiennej catkowania tj. y (co oznaczamy dopisujac symbol dy),

(2) wynika z obustronnego podzielenia réwnosci (1) przez x,

(3) wynika z podstawienia t za wyrazenie yx — x> pod pierwiastek oraz zastapienia dy przez %dt;
musimy réwniez pamietac¢ o zamianie granic catkowania (granica dolna y = x zamieni si¢ na
t=xx—x2=x2—x%2=0,a granica géornay = 10x zamienisienat = 10x-x—x2 = 10x2—x2% = 9x2),

(4) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest t, a wiec mozemy wspolczynnik staty % wyciggnad
przed znak catki; mozemy réwniez zamienié Vtna t%,

(5) wynika z tego, ze [ t2 dt = %t% +C,



(6) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = 0 oraz t = 9x do wyniku catki,

(7) wynika z faktu, ze (9x2)% = (\/9?)3 = (3x)3® = 27x5.

Pozostaje teraz obliczy¢ catke zewnetrzng, ale to na szczeScie bedie juz znacznie prostsze. Mamy
1
A

gdzie rownos¢

1 1 x=1

10x 1
J Vigx — 2 dy) ax Y J 18x2dx 2 18J Rdx 21823 et —0?) =,
X 0 0 3 |0

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, j. 18x2,
(2) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a wiec mozemy wspoétczynnik staty 18 wyciggnaé
przed znak catki,
. . 1
(3) wynika z tego, ze [ t*dt = 3t° + C,
(4) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x = 1 do wyniku catki.

Podsumowujac

Jol <wa Vyx —x2 dy> dx = 6.

X

(f) Tak jak to robiliémy wczoraj, nasze obliczenia zaczniemy od catki wewnetrzne;j.

2x+1 3
J dy.
x+1 VvY—X

Wzorujac si¢ na poprzednim przykladzie, skorzystamy z metody catkowania przez podstawienie.

Mamy

2x+1 x+1 x+1
3 (2) 3 (3) 1
dy=231.qt Y1 _ :J ~_dt :J 3t 2dt
Jx—l—l U—x Y 1-dt (1 O)dy . \/JE .

t=x+1

© (VX1 —v1)=6vx+1—6,

gdzie réownos¢

(1) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t =y — x, przy czym po stronie lewej
pochodna liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujgc symbol dt), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. y (co oznaczamy dopisujac symbol dy),

(2) wynika z podstawienia t za wyrazenie y — x pod pierwiastek oraz zastgpienia dy przez dt;
musimy réwniez pamieta¢ o zamianie granic catkowania (granica dolna y = x + 1 zamieni si¢ na
t=(x+1) —x=1,agranica gérnay =2x + 1 zamienisienat = (2x+1) —x =x+1),

(3) wynika z faktu, ze %‘ = t*%,

(4) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest t, a wiec mozemy wspétczynnik staty 3 wyciagnaé
przed znak cafki,

(5) wynika z tego, ze ft*% dt =2t + C,

(6) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = 1 oraz t = x + 1 do wyniku catki; musimy
rowniez pamietaé o tym, ze t? = /toraz o kolejnoéci: “granica gérna” — “granica dolna”.



Przejdziemy teraz do catki zewnetrznej. Podstawiajac za caly nawias wynik catki wewnetrznej, otrzy-
3
A

przy przeksztalceniach skorzystaliémy réwniez z faktu, Zze catke r6znicy mozemy zapisac jako réznice

mujemy

2x+1 3 3 3
et R Y v
dy |dx = 6vx+1—6 dx:J6 x+1dx—J 6 dx
L+1 Yy—x y> 0( ) 0 0 (A)

3 3
:6J \/x+1dx—6j 1dx;
0 0

calek oraz ze czynnik staly (w tym wypadku 6) mozna wystawi¢ przed znak catki. Zauwazmy, ze
druga z calek po prawej stronie powyzszego wzoru (A) fatwo policzy¢, bowiem

x=3
—6(3—0) =18.

x=0

4
6J 1dx = 6%
0

Musimy sie teraz zajaé pierwsza z calek po prawej stronie wzoru (A). Raz jeszcze skorzystamy z
catkowania przez podstawienia. Mamy

s=x-+1
3 4 s=4 s=4
2
6J vx+1dx = 1.ds g) (1+0)dx (26J \/gds(?’:)6gsg :45%
0 1 s=1 s=1
ds = dx

— 4043 —13) ¥ 48—1) =28,

gdzie réwnos¢
(1) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze s = x + 1, przy czym po stronie lewej

pochodng liczmy wzgledem s (co oznaczamy dopisujac symbol ds), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. x (co oznaczamy dopisujac symbol dx),

(2) wynika z podstawienia s za wyrazenie x + 1 pod pierwiastek oraz zastgpienia dx przez ds; musimy
réwniez pamietac o zamianie granic catkowania (granica dolna x = 0 zamienisienas =0+1=1,
a granica gérna x = 3 zamienisienas =3+1=4),

(3) wynika z tego, ze [ /s ds = fs% ds = %s% +C,

(4) wynika z faktu, ze 42 = (\/41)3 =23=8oraz1? =1.

Podstawiajac wyniki czastkowe do wzoru (A), otrzymujemy

A

2+l g 3 3
J dy>dx:6J \/x+1dx—6j 1dx =28 —18 =10.
0 0

x+1 VY —X
(g) Zaczniemy oczywiécie od obliczenia catki wewnetrznej
y X
J evdx.
0

Zauwazmy, ze jest to catka wzgledem zmiennej x, a zatem wszystkie y traktuje jako state. Gdyby np.
y = 1, to wtedy powyzsza catka przyjetaby postaé

1

2
J e?*dx;
0

nalezaloby wiec catkowac ja przez podstawienie. To sugeruje, ze i catke

Y o«
J evdx.
0



nalezy scatkowac przez podstawienie. Mamy

X
t=C=
v ox Yol p @ (e, @ = e
Jo evdx=1¢q 44 @ 14, :J etydt—yJ etdt =y-ef| =ye' —ye’=ye—vy,
y 0 t=0
ydt = dx

gdzie réownos¢

(1) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = & = x - %, przy czym po stronie
lewej pochodng liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej

wzgledem zmiennej calkowania tj. x (co oznaczamy dopisujgc symbol dx),

(2) wynika z podstawienia t za wyrazenie - w wykladniku oraz zastgpienia dx przez ydt; musimy

réwniez pamieta¢ o zamianie granic catkowania (granica dolna x = 0 zamieni si¢na t = % =0,a

granica gorna x =y zamieni sicna t = % =1),

(3) wynika z tego, ze zmienng calkowania jest t, a wiec mozemy czynnik staly y wyciagna¢ przed
znak catki,

(4) wynika z tego, ze [ e* dt = e* + C.

Zatem, wracajac do catki zewnetrznej, otrzymujemy

Ly, a (! @ (* !
J (J eydx)dy = J (ye—y)dy = J eydy—J ydy
0

0 0 0 0

1 1 y=1 y=1
(3) @ 1 1
—eJ ydy—Jydy—e-zyz =5y’

0 0 y:O y:()
D P B S
= 2e(l 09) 2(1 0°) = 2e 5

gdzie rownos¢
(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. ye —y,
(2) wynika z faktu, ze catka réznicy jest r6znica catek,

(3) wynika z tego, ze zmienng calkowania jest y, a wiec mozemy w pierwszej calce czynnik staty e
to jest liczba wynoszaca ok. 2, wyciagnadé przed znak catki,
jest liczba wy aca ok. 2,7283) wyciaggna¢ przed znak catk

(4) wynika z tego, ze [tdt = %t2 +C,

(5) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 0 oraz y = 1 do wyniku calek.

Loy o 1 1
evdx |dy = —e — —.
Jo(Jo ) Y 2 2

(h) Zaczniemy jak we wszystkich poprzednich przyktadach od obliczenia catki wewnetrznej

Podsumowujac

L 6eXT2Y dy.

Zauwazmy, ze jest to catka wzgledem zmiennej y, a zatem wszystkie x traktuje jako state. Gdyby np.
x = 1, to wtedy powyzsza calka przyjetaby postacé

1
Jo 6e! T2V dy;
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nalezatoby wiec catkowac ja przez podstawienie. To sugeruje, ze i catke

x
JO 6eX+2y dy

nalezy scatkowac przez podstawienie. Mamy

t=x+2y
x @) > @), [ 4) =
J 6ex+2ydy: 1.dt (2 2dy :J 3etdt:3J etdt :3.et :363X_3€x,
0 x X t=x
3dt = dy

gdzie réownos¢

(1) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = x + 2y, przy czym po stronie
lewej pochodng liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej
wzgledem zmiennej calkowania tj. y (co oznaczamy dopisujgc symbol dy),

(2) wynika z podstawienia t za wyrazenie x + 2y w wykltadniku oraz zastapienia dy przez ;dt;
musimy réwniez pamietac¢ o zamianie granic catkowania (granica dolna y = 0 zamieni si¢ na
t =x+2-0=x, agranica gérna y = x zamieni si¢ na t = x + 2x = 3x),

(3) wynika z wyciggniecia czynnika stalego 3 przed catke,

(4) wynika z tego, ze [e dt =e' + C,

(5) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = x oraz t = 3x do wyniku catki.

Wréémy teraz do catki zewnetrznej

In3 X (1) In3 2) In3 In3
J (J 6e*+2Y dy) dx = J (3e3 — 3eX)dx = J 3e3 dx — J 3e* dx
1 0 1 1 1

x=In3 x=In3

—3e*

—
=

In3 In3
1
= 3J e3xdx—3J e*dx = 3.~
1 1 3

x=1 x=1

6
© (e3m3 _ e3) —3(em3 — e © 18 + 3e — €2,

gdzie réwnos¢
(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, j. 3¢>* — 3e*,
(2) wynika z faktu, ze catka ré6znicy jest r6znicg calek,

(3) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a wiec mozemy w pierwszej calce czynnik staty 3
wyciggnad przed znak catki,

4) wynika z tego, ze (et dt = Let + C dla a # 0; istotnie
y g a

u=at
1 1 1 1
Jeatdt: 1-du = adt :Jeu~du:Jeudu:eu—i—C:e‘lt—i-C,
a a a a
%du:dt

(5) wynika z podstawienia za x granic calkowania x = 1 oraz x = In3 do wyniku catek,

(6) wynika z wtasnoéci poteg i logarytméw: e3n3 = el 3 = eln27 — 27 oraz en3 = 3,

I

Podsumowujac

X
J 6ex 2y dy) dx =18 + 3e — é°.
0
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2211 (a) Zbidr A jest prostokatem takim, ze 0 < x < 3 oraz 1 < y < 3 (jego szkic przedstawiono na
ponizszym rysunku).

-

3 X

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego dla prostokata mamy

3 /(3
” xzy dxdy = J (J xzy dx> dy.
A 1 \Jo

Pozostaje nam wigc teraz obliczy¢ catki iterowane. Zaczniemy od catki wewnetrznej. Mamy

x=3
) 1 1
= 3Y(8 - 0%) =2y - 27 =%y,

—

3 3
1
J xzy dx 8 yJ x%dx @ y- —x3
0 0

x=0

gdzie rownos¢

(1) wynika z tego, Ze zmienng catkowania jest x, a wiec mozemy wspétczynnik staty y wyciagnaé
przed catke,

(2) wynika z tego, ze [t2dt = 1t3+ C,

(3) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x = 3 do wyniku catki.

Zatem

gdzie rownos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 9y,

(2) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest y, a wiec mozemy czynnik staty 9 wyciagna¢ przed
catke,

(3) wynika z tego, ze [tdt = 3t> + C,

(4) wynika z podstawienia za y granic calkowania y = 1 oraz y = 3 do wyniku catki.

Podsumowujac
”x%m@:%.
A

Uwaga. W powyzszym zadaniu mogliémy réwniez skorzystac z drugiego ze wzoréw w twierdzeniu
Fubiniego. MielibySmy wtedy
3 /3 31 y=3 31
” x*y dxdy = J <J X2y dy) dx = J —x%y? dx = J —x2(3%2 —12) dx
A 0o \J1 02 y=1 02




(b) Zbidr A jest prostokatem takim, ze —2 < x < O oraz 0 < y < 1 (jego szkic przedstawiono na
ponizszym rysunku).

Yy

) X

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego dla prostokata mamy

0 /¢l
” 8yx dxdy = J (J 8y°x dy) dx.
A —2\Jo

Musimy teraz obliczy¢ calki iterowane. Zaczniemy od catki wewnetrznej. Mamy

v=1 (3

1 1
1
J 893)( dy (2 8xJ y?’dy (2:) 8x - 1}}4 = 2X(14 — 04) = 2x,
0 0

y=0

gdzie rownos¢

(1) wynika z tego, Ze zmienng catkowania jest y, a wiec mozemy wspétczynnik staly 8x wyciggnaé
przed catke,

(2) wynika z tego, ze [t> dt = %t‘l +C,

(3) wynika z podstawienia za y granic calkowania y = 0 oraz y = 1 do wyniku catki.

0 /¢l a [©
” 8y°x dxdy :J <J 8y3x dy) dx = J 2xdx
A —2\Jo -2

0
1
2 2J xdx 22 2x2
2 2

Zatem

x=—2
gdzie réwnos¢
(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, j. 2x,

(2) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a wiec mozemy czynnik staly 2 wyciagna¢ przed

catke,
(3) wynika z tego, ze [tdt = 31> + C,
(4) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = —2 oraz x = 0 do wyniku catki.
Podsumowujac

JJ 8y’x dxdy = —4.
A

(c) Zbidr A jest prostokatem takim, ze 0 < x < 2 oraz1 < y < 2 (jego szkic przedstawiono na
ponizszym rysunku).

Yy

2

N - - = =
=Y
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Korzystajac z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

”A(x —3y?) dxdy = Jj (Jj(x —3y?) dx) dy.

A teraz przechodzimy do obliczenia wewnetrznej catki iterowanej. Mamy

2 1 2 2 @) 2 2
J(x—3y2)dx :J xdx—J 3y? dx :J xdx—3y2J 1dx
0 0 0 0 0

x=2 x=2

_3y2 X

x=0

—
=
—
=

= = ~.(22-0%) -3y%(2—0) =2—-6y2,

N =

x=0
gdzie réwnos¢
(1) wynika z faktu, ze mozemy rozbié¢ (rozpisac¢) catke réznicy jako réznice catek,
(2) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a wigc mozemy w drugiej calce czynnik staty 3y?
wyciggnad przed znak catki,
. . 1
(3) wynika z tego, ze [1dt =t+ Coraz [tdt = §t2 +C,
(4) wynika z podstawienia za x granic calkowania x = 0 oraz x = 2 do wyniku cafek.
Zatem

J] o —av?) axay - LZ (f(wyz) ax)ay [o-aay

0 1

2) 2 2 3) 2 2
:J 2dy—J 6y? dy zzj 1dy—6J y? dy
1 1 1 1

Y=2 (5

y=2 1 5
3 =22-1)-2(2°-1%)=2-2.7=-12,

3

y=1 y=1

gdzie réwnos¢

(1) wynika z podstawienia za caty nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 2 — 6y2,

(2) wynika z faktu, ze catka r6znicy, to réznica calek,

(3) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest y, a wiec mozemy czynniki stale (2 dla catki pierwszej
i 6y? dla catki drugiej) wyciagnaé przed catke,

(4) wynika z tego, ze [1dt =t + C oraz [t dt = %t3 +C,

(5) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 1 oraz y = 2 do wyniku calek.

Podsumowujac
” (x — 3y?) dxdy = —12.
A

(d) Zbidr A jest prostokatem takim, ze 1 < x < 2 oraz 0 < y < 3 (jego szkic przedstawiono na
ponizszym rysunku).

Yy

3 ,,,,,
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Korzystajac z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

”A(6x2y —2y) dxdy = Jj (LZ(6x2y 2y) dx> ay.

Musimy teraz obliczy¢ calki iterowane. Zaczniemy od catki wewnetrznej. Mamy

2 (1) 2 2 2) 2 2
(6x*y —2y)dx = | 6x’ydx— | 2ydx = 6y | x*dx—2y| 1dx
1 Y k& 1 Y 1 1

1
x=2
—2y-x

x=1

x=2

oy (22— 1%) —2y(2— 1) = 14y — 2y = 12y,

x=1

gdzie réwnos¢

(1) wynika z faktu, ze mozemy rozbi¢ (rozpisac¢) catke réznicy jako réznice catek,

(2) wynika z tego, ze zmienng calkowania jest x, a wiec mozemy czynniki state (odpowiednio 6y
i2y) wyciagnaé przed znak calki,

(3) wynika z tego, ze [1dt =t + Coraz [t?dt = It3+ C,

(4) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 1 oraz x = 2 do wyniku catek.

Zatem
32, a3 ) 3
” (6x%y — 2y) dxdy :J (J (6x“y — 2y) dx) dy = J 12ydy = 12J ydy
A 0 \J1 0 0
y=3
D1p. L2 Wz =54,
Podsumowujac

” (6x*y —2y) dxdy = 54.
A

(e) Zbiodr A jest prostokatem takim, ze 0 < x < 1 oraz 0 < y < 3 (jego szkic przedstawiono na
ponizszym rysunku).

Yy

3

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

2 1
Xy
dxdy =
”sz-f—l i Jo(

3 2
Xy
.[0 21 dy) dx.
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Pozostaje nam teraz obliczy¢ catki iterowane. Jak zawsze, zaczniemy od catki wewnetrznej. Mamy

3 .2 3 3
Xy X 2. M X 2
Lx2+1 Y J0x2+1 v T Ly Y

@ x ly3y,3(:) x 1o gp_gy
x> +1 3 o Xx*+1 3
X 1 9%

= S= 27 = ,
x2+1 3 x2+1

gdzie réwnos¢

(M)

(2)
(3)

wynika z tego, Ze zmienng caltkowania jest y, a wiec mozemy czynnik staly, ktéry tutaj wynosi
257, Wyciagna¢ przed znak catki,

wynika z tego, ze [t*dt = %t3 +C,

wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 0 oraz y = 3 do wyniku calki.

Zatem

t=x>+1

2 1 3 2 1
” Y dxdy —J (J Y dy) dx (QJ ™ g @1 at Y (2x + 0)dx
A X 0 X X

2 2
5 [“9x 1 ()9J1 7) 9
— Z| =dt = = -Inft
Lt 2x 2), ¢ 5 Inlt

gdzie réownos¢

(1)
(2)

(3)

(4)
(5)

(6)

)
(8)

Ix
x2+17

wynika z tego, ze bedziemy korzysta¢ z metody catkowania przez podstawienie (podstawimy
t=x*4+1),

wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj.

wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = x? + 1, przy czym po stronie lewej
pochodna liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujgc symbol dt), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. x (co oznaczamy dopisujac symbol dx),

wynika z obustronnego podzielenia wyrazenia dt = 2x dx przez 2x,

9x
x2+1
na razie bez zmian) oraz zastgpienia dx przez idt; musimy roéwniez pamigtac o zamianie granic

wynika z podstawienia t za wyrazenie x* + 1 do mianownika utamka (licznik pozostawiamy

catkowania (granica dolna x = 0 zamieni si¢ na t = 0> + 1 = 1, a granica gérna x = 1 zamieni si¢
nat=124+1=2),

wynika ze skrécenia zmiennej x w liczniku utamka 2* i mianowniku ulamka % ; mozemy réwniez
czynnik staly 3 wyciagna¢ przed znak calki,

wynika z tego, ze | % dt = Injt| + C,

wynika z podstawienia za t granic calkowania t = 1 oraz t = 2 do wyniku catek (pamiegtajmy, ze
In1=0).

Podsumowujac

2
Xy 9
=—-In2.
JJAX2+1dXdy 2n

(f) Zbioér A jest prostokatem takim, ze 1 < x < 2 oraz 0 < y < 7 (jego szkic przedstawiono na

ponizszym rysunku).

16



1 2 x

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego, mozemy catke podwdjng [ [ 4 y cos(xy) dxdy zapisac jako catki
iterowane na dwa sposoby

”A ycos(xy) dxdy = Lz <J;T y cos(xy) dy) dx

”A y cos(xy) dxdy = J: (LZU cos(xy) dx> dy.

Najtrudniejszg czescia tego zadania bedzie wybranie, ktére z powyzszych “rozpisan”, pozwoli

lub

nam unikngé skomplikowanych rachunkéw. Poréwnajmy catki wewnetrzne:

7T 2
J ycos(xy)dy vs. J y cos(xy) dx.
0 1

Zauwazmy, ze w calce po lewej stronie zmienng catkowania jest y, a wiec x mozemy traktowac jako
stale (np. nadajgc im wartos¢ x = 1). W calce po stronie prawej sytuacja jest odwrotna; teraz x jest
zmienng catkowania, a y mozemy traktowac jako state (np. nadajac im wartos¢ y = 2). Przyjmujac
wiec x = 1 w calce “lewej” oraz y = 2 w calce “prawej” otrzymamy

7T 2
J ycosydy vs. J 2 cos(2x) dx.
0 1

Ktoéra z tych dwoch catek tatwiej obliczy¢? 1 jak to zrobi¢? Okazuje sig, ze obliczenie calki po stronie
lewej wymaga wykorzystania wzoru na catkowanie przez czesci. Catke po stronie prawej mozna
calkowac korzystajac ze wzoru na caltkowanie przez podstawienie (ktdry zazwyczaj jest tatwiejszy niz
wz0r na catkowanie przez czesci). Dlatego tez tatwiej nam bedzie wybrac¢ “Sciezke prawg”, tzn. zaczaé
od catki f% y cos(xy) dx jako catki wewnetrznej.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze korzystajac z twierdzenia Fubiniego i rozpisujac catke po-
dwdjng [ [ 4 ycos(xy) dxdy na catki iterowane zrobimy to w spos6b nastepujacy:

J JA‘J cos{xy) dxdy = Lﬂ (Lzy cos(xy) dx> dy.

(Oczywiécie, gdyby kto$ wybrat drugie podejscie, to tez otrzyma na koricu poprawy wynik, jednak
same obliczenia mogg by¢ trudniejsze.) Zatem

2 2) 2y 1 2y
J ycos(xy) dx Wit at =1 -y - dx = J ycos(t) - g dt © J cos(t) dt
1

gdzie réownos¢
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(1) wynika z tego, ze bedziemy korzysta¢ z metody catkowania przez podstawienie (podstawimy
t =xy),

(2) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = xy, przy czym po stronie lewej
pochodnag liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. x (co oznaczamy dopisujac symbol dx),

(3) wynika z obustronnego podzielenia wyrazenia dt =y dx przez y,

(4) wynika z podstawienia t za wyrazenie xy w cos(xy) oraz zastgpienia dx przez %dt; musimy
réwniez pamieta¢ o zamianie granic catkowania (granica dolna x =1 zamienisienat=1-y =y,
a granica gérna x = 2 zamieni sienat =2 -y = 2y),

(5) wynika ze skrécenia zmiennej y,

(6) wynika z tego, ze [ cos(t) dt = —sin(t) + C,

(7) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = y oraz t = 2y do wyniku catek.

A teraz przejdziemy do obliczenia catki zewnetrznej (co da nam juz wynik catki podwéjnej). Mamy

”A ycos(xy) dxdy = Lﬂ (

7T 7T
1
@ J sin(2y) dy —J sin(y) dy ® —3 cos(2y)
0 0

2 W (" .

J ycos(xy) dx) dy = Jo [sin(2y) —sin(y)] dy

1

y=mt y=mt
— [— cos(g)]

y:O y:()

—
—

1
== [cos(27) — cos 0] + (cos 7t — cos0)

1
= 5 1-D+(-1-1)=-2

—
()

gdzie rownos¢
(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku calki wewnetrznej, tj. sin(2y) — sin(y),
(2) wynika z faktu, ze catka réznicy to réznica catek,

(3) wynika z tego, ze [sintdt = —cost + C oraz [ sin(2t) dt = —3 cos(2t) + C; istotnie

u=2t

1 1
Jsin(Zt) dt = ¢ du=2dt —Jcosu-zdu—zJ’cosudu

1

1 1
=3 sinu+ C = —3 sin(2t) + C,

(4) wynika z podstawienia za y granic calkowania y = 0 oraz y = 7 do wyniku catek,
(5) wynika z tego, ze cos0 =1, cosm = —1 oraz cos 2 = 1.
Podsumowujac

” ycos(xy) dxdy = —2.
A

(g) Zbidr A jest prostokatem takim, ze 0 < x < 2 oraz 0 < y < 2 (jego szkic przedstawiono na
ponizszym rysunku).
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Tak jak w poprzednich przyktadach, musimy zaczaé od przedstawiania catki podwdjnej jako catki
iterowane. Mamy dwie mozliwosci

2

” xyexzy dxdy = J <
A 0
, 1

” xye* ¥ dxdy :J (
A 0

277

By zdecydowag, ktére z powyzszych “rozpisait” wybraé (oba sa poprawne, ale jedno bedzie prowadzi¢

1
J Xy ex’y dx> dy,
0

albo

2
J xyexzy dy> dx.
0

do prostszych rachunkéw, a drugie do tych bardziej wymagajacych), poréwnajmy catki wewnetrzne:

1 2
J xyexzy dx wvs. J xye"zy dy.
0 0

W calce po lewej stronie zmienng catkowania jest x, a y traktujemy jako stalg (np. y = 2). W calce po
prawej stronie jest odwrotnie, tzn. y jest zmienng catkowania, a x traktujemy jako statg (np. x = 1).

Przy takim podejéciu powyzsze calki przyjmuja nastepujaca postaé

1 2
J 2xe?’ dx  vs. J yeY dy.
0 0

Okazuje sie, ze by obliczy¢ catke po lewej stronie nalezy korzysta¢ z metody catkowania przez pod-
stawienie. Catke po stronie prawej nalezy z kolei liczy¢ metodq catkowania przez czesci. Poniewaz
zazwyczaj catkowanie przez podstawienie jest tatwiejsze do wykonania, dlatego tez wybierzemy “opcje
lewa”. Zatem nasze “rozpisanie” catki podwdjnej na catki iterowa bedzie wygladac¢ tak

2 /¢l
” Xy X’y dxdy = J <J Xy ex’y dx> dy.
A 0 \Jo

(Podkredlmy raz jeszcze, ze oba “rozpisania” calki podwoéjnej na catki iterowane — to ktére wybralismy,
jak i to drugie — s3 poprawne matematycznie. Jedno z nich prowadzi jednak do prostszych rachunkéw.)

Przejdziemy teraz do obliczenia catki wewnetrznej. Jak juz powiedzieliémy, skorzystamy z metody
calkowania przez podstawienie. Mamy

t=x%y
1 (2) Y 1 1
nyexzy dx 2§ 1-dt = 2xy - dx (—)J xye' —dt (EJJ —etdt
0 0 2xy 02
1 (3)
—dt = dx
2xy
@1(Y . 1l Vel , 1
_ZLedt_2et0_Ze >

gdzie réownos¢
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(1) wynika z tego, ze bedziemy korzysta¢ z metody catkowania przez podstawienie (podstawimy
t =x%y),
(2) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = x?y, przy czym po stronie lewej

pochodnag liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. x (co oznaczamy dopisujac symbol dx),

(3) wynika z obustronnego podzielenia wyrazenia dt = 2xy dx przez 2xy,

(4) wynika z podstawienia t za wyrazenie x>y w ex’y (na razie nie ruszamy xy stojacego przed e"zy)

1

oraz zastapienia dx przez - dt; musimy réwniez pamietac o zamianie granic catkowania (granica

dolna x = 0 zamieni sie na t = 0> -y = 0, a granica gérna x = 1 zamienisienat =12 -y =),
(5) wynika ze skrdocenia wyrazenia 2xy,
. . L . . 1
(6) wynika z wyciggnigcia przed znak catki czynnika statego 7,
(7) wynika z tego, ze [e' dt = e* + C,
(8) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = 0 oraz t = y do wyniku catek.

Wracamy teraz do obliczenia catki zewnetrznej (co da nam juz wynik catki podwdéjnej). Mamy

2 2 2 m (>/1 1
” xye™ ¥ dxdy :J <J xye* ¥ dx) dy = J (ey _ ) dy
A 0 \Jo o \2 2

2 2 2 2
(2) 1y Jl ()1J 1J

=| ze¥dy—| zdy = = Ydy—=| 14d
Lze Y ozy 20e b 2 Jo b

1,2 1 PPt

Wl Ly Bl -Z2-0)
2%, 29, 2

()1 2 1 1 2 3

= - —7—1:7 - =
2¢ 72 2¢ T

gdzie réwnos¢
(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku calki wewnetrznej, tj. 3e¥ — 3,
(2) wynika z rozbicia catki r6znicy na réznice dwoch catek,

(3) wynika z tego, ze mozemy czynnik staly ; wyciagna¢ przed znak zaréwno jednej jak i drugiej
catki,

(4) wynika z tego, ze [e*dt =e' + Coraz [1dt =t+C,

(5) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 0 oraz y = 2 do wyniku catek (pamietajmy o
kolejnoéci: “granica gérna” — “granica dolna”),

(6) wynika z tego, ze e’ = 1.

Podsumowujac
3

1
JJA xyexzy dxdy = 562 ~ 5

(h) Zbiér A jest prostokatem takim, ze 0 < x < 1 oraz 0 < y < 1 (jego szkic przedstawiono na
ponizszym rysunku).

Yy

1
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Naszym celem jest teraz przedstawianie catki podwdjnej jako calki iterowane. Mamy dwie mozliwosci

1,1
x x
d d - d d 7
”A1+XU s JO(JO 1+xy x) Y

1 /01
X x
dxdy = dy |d
.[JA1+XU i JO(JO 1+xy y> *

By zdecydowag, ktére z powyzszych “rozpisait” wybrac¢ (oba sa poprawne, ale jedno bedzie prowadzi¢

albo

do prostszych rachunkéw, a drugie do tych bardziej wymagajacych), poréwnajmy catki wewnetrzne:

1 1
J x dx vs. J x dy.
o 1+xy o 1+xy

W calce po lewej stronie zmienng catkowania jest x, a y traktujemy jako stata (np. y = 2). W calce po
prawej stronie jest odwrotnie, tzn. y jest zmienng catkowania, a x traktujemy jako stata (np. x = 3).
Przy takim podej$ciu powyzsze calki przyjmuja nastepujgca postac

1 1
X 3
d S. dy.
Ll—l—Zx v J01+3y Y

Catka po prawej stronie jest ,,prosta” catka, ktérag mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru na catkowanie
przez podstawienie, podczas gdy catka po stronie lewej jest catkg wymierng. By ja obliczy¢ musieli-
bySmy najpierw rozfozy¢ funkcj¢ wymierng 175, na sume¢ wielomianu oraz utamkéw prostych, co
bedzie bardziej pracochtonne niz catkowanie przez podstawienie. Zatem nasze “rozpisanie” catki
podwdjnej na catki iterowa bedzie wyglada¢ tak

1,1
X X
dxdy = dy | dx.
”Al‘i'xy i JO(JO 1+xy y> x

Przejdziemy teraz do obliczenia catki wewnetrznej. Skorzystamy z metody catkowania przez podsta-

wienie. Mamy

t=1+xy
1 1+x 1+x
J X gy 1.4t @ x. ay (:)J X-ldt(:)J 1
o 1+xy ) 1t ox 1t
(3)
—-dt =d
X Yy
t=1+x
© Injt) D In(14x) —In1=In(1+x),
t=1

gdzie rownosé

(1) wynika z tego, ze bedziemy korzysta¢ z metody catkowania przez podstawienie (podstawimy
t=1+xy),

(2) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = 1 + xy, przy czym po stronie
lewej pochodng liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej
wzgledem zmiennej calkowania tj. y (co oznaczamy dopisujgc symbol dy),

(3) wynika z obustronnego podzielenia wyrazenia dt = x dy przez x,

X
1+xy

L. 1 34 . 2 .. . 2 s . . .
oraz zastgpienia dy przez | dt; musimy réwniez pamigta¢ o zamianie granic catkowania (granica

(4) wynika z podstawienia t za wyrazenie 1+xy w (na razie nie ruszamy x stojacego w liczniku)
dolnay = 0 zamienisienat = 14+x-0 = 1,a granica gérnay = 1 zamienisienat = 14+x-1 = 1+x),
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(5) wynika ze skrécenia wyrazenia x,

(6) wynika z tego, ze | % dt = Inft| + C,

(7) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = 1 oraz t = 1 + x do wyniku catek oraz
zauwazenia, ze 1 +x > 0, box € [0,1].

Wracamy teraz do obliczenia catki zewnetrznej. Mamy

u=1+x
” X dxd —f(r X d>dx@fln(1+x)dx@ 3)
du = dx
2 2 flu=lnu f(u)=4=1
(—)J lnudu(—)J 1 -Inudu= (W) W=y
1 1 g'(u) =1 glu)=u
u=2 2 2
©® iInu —J]Hudugzmz—lml—Jldu
u=1 1u 1
(8) u=2
=2In2—u =2In2—-(2—-1)=2In2-1,
u=1

gdzie rownosé

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. In(1 + x),

(2) wynika z tego, ze bedziemy korzysta¢ z metody catkowania przez podstawienie (podstawimy
u=1+x),

(3) item wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze u = 1 + x, przy czym po stronie
lewej pochodng liczmy wzgledem u (co oznaczamy dopisujgc symbol du), a po stronie prawej
wzgledem zmiennej calkowania tj. x (co oznaczamy dopisujgc symbol dx),

(4) wynika z podstawienia u za wyrazenie 1 4 x w In(1 + x) oraz zastgpienia dx przez du; musimy
réwniez pamieta¢ o zamianie granic calkowania (granica dolna x = 0 zamienisienau =140 =1,
a granica gérna x = 1 zamieni sienau=1+1=2),

(5) wynika z tego, ze bedziemy korzystac teraz ze wzoru na catkowanie przez czeéci,

(6) wynika z zastosowania wzoru na catkowanie przez czesci: [ f(t)g’(t) dt = f(t)g(t)— [ f'(t)g(t) dt,

(7) wynika z podstawienia w odjemnej za u granic catkowania u = 1 oraz u = 2, a takze skréceniu
1

wyrazen ;i uw odjemniku,
(8) wynika z tego, zeIn1 =0oraz [1dt =t+ C,
(9) wynika z podstawienia za u granic catkowania u = 1 oraz u = 2 do wyniku catki.

Podsumowujac

X
dxdy =2In2—1.
l i geaw =2

22.12 (a) Obliczanie calek podwéjnych po obszarach innych niz prostokaty, dobrze jest zawsze zaczaé
od narysowania obszaru, po ktérym bedziemy catkowac (szkic obszaru A przedstawiono na ponizszym
rysunku).
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) 2 X

By opisaé zbiér A za pomoca nieréwnoéci, wyznaczmy punkty przeciecia krzywych y = x? oraz
y = 8 — x%. Poréwnujac lewe strony danych réwnan, otrzymujemy x* = 8 — x2, tj. 2x> — 8 = 0 lub
x?> — 4 = 0. Korzystajac teraz ze wzoru skréconego mnozenia, dostajemy (x — 2)(x +2) = 0, co
w konsekwengji daje x; = —2 lub x; = 2. Zatem zbi6ér A mozemy opisa¢ nastgpujaco A = {(x,y) €
R?: -2 < x <2orazx* <y <8—x%}.

Korzystajac teraz z twierdzenia Fubiniego dla obszaréw normalnych mamy

2 8—x?
” 2dxdy = J <J 2 dy> dx.
A —2 \Jx2

Musimy pamietaé, ze catka zewnetrzna musi zawsze mieé granice liczbowe; granice catki wewnetrznej
moga by¢ zmienne. Pamietajac o tej zasadzie, rozpisywanie catki podwdjnej na catki iterowane w
przypadku obszaréw, ktére nie sg prostokatami, nie powinno stanowi¢ trudnosci. Teraz pozostaje juz
tylko wyliczy¢ catki iterowane. Zaczynamy od catki wewnetrznej. Mamy

8—x2 8—x2
J 2dy(1:)2j 1dy 2 2y
2

x2 x

y:8—x2 3
= 2(8 —x?) —2x% =16 — 4x°%.

y=x?
gdzie réwnos¢
(1) wynika z wyciggniecia czynnika stalego (tj. 2) przed znak catki,

(2) wynika z tego, ze [1dt =t + C,

2 oraz y = 8 — x? do wyniku catek.

2 8—x?2 (1) 2
” 2dxdy:J (J 2dy>dx:J (16 — 4x?) dx
A —2\Jx2 -2

2 2 2
@ J 16dx—J a2 dx 2 16J
-2 -2 -2

(3) wynika z podstawienia za y granic calkowania y = x

Zatem

2
1dx—4J x? dx
-2

x=2 x=2
1 4
Wiex] -4 2 D162 (-2)] - Z[2P— (-2}
x=—2 x=—2
4 64 128
—16-4— - —p4 =20
6-4—2(8+8)=64— 2 = —,

gdzie réwnos¢
(1) wynika z podstawienia za caty nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 16 — 4x2,

(2) wynika z faktu, ze catka réznicy to réznica catek,

23



(3) wynika z tego, ze mozemy czynniki state (tj. 16 w przypadku pierwszej catki i 4 w przypadku
drugiej) wylaczy¢ przed znak catki,
(4) wynika z tego, ze [1dt =t + C oraz [t2,dt = %tS +C,

(5) wynika z podstawienia za x granic calkowania x = —2 oraz x = 2 do wyniku catki.

” 2dxdy = 128.
A 3

Podsumowujac

(b) Podobnie jak poprzednio zaczniemy od narysowania oraz opisania zbioru A.

y =2x?

y=1+x2 Y

1 1 x

Wyznaczymy punkty przeciecia krzywych y = 2x2 oraz y = 1 + x%. Poréwnujac lewe strony tych
réwnan, otrzymujemy 2x? = 1+ x2, czyli x> — 1 = 0. Korzystajac ze wzory skréconego mnozenia,
dostajemy (x — 1)(x + 1) = 0. A zatem krzywe y = 2x? oraz y = 1 + x* przecinaja si¢ w punktach,
ktérych odciete s3 réwne x; = —1 lub x, = 1. Zatem zbi6r A mozemy opisac nastepujaco A = {(x,y) €
R2: -1 < x < 1oraz2x? <y < 1+x2}.

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego mamy wtedy

1 14+x2
” 4x dxdy = J <J 4x dy> dx.
A —1\J2x2

(Podobnie jak poprzednio musimy pamietaé, by granice catki zewnetrznej byly liczbami.) Musimy
teraz obliczy¢ calki iterowane. Zaczniemy od catki wewnetrznej. Mamy

14+x2 14+x2
J 4x dy (24X'J 1dy(24x-y

2x2 2x2

y=1+x2

—
w

3 4x(1 4+ %% —2x%) = 4x — 4x3,

y=2x2

gdzie réwnos¢

(1) wynika z tego, ze zmienng calkowania jest y, a zatem mozemy wyciggnaé czynnik staly (tj. 4x)
przed znak cafki,

(2) wynika z tego, ze [1dt =t + C,

(3) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 2x? oraz y = 1 + x> do wyniku catki.

Wracajac do catki zewnetrznej, otrzymujemy

1 14+x2 1 @) 1
” 4x dxdy = J (J 4x dy> dx = J (4x — 4x3) dx = J 4x dx — J 4x3 dx
A —1 \J2x2 —1 —1 -1

1 1 x=1 x=1
(:)4J xdx4J x3dx(i)4-1x2 4-1x4
—1 -1 x=—1 4 x=—1
x=1 x=1 5)
— 22 - 2212 - (-1 - [1* - (-1)¥] =0,
x=—1 x=—1




gdzie réwnos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, j. 4x — 4x>,

(2) wynika z faktu, ze catka ré6znicy to réznica catek,

(3) wynika z tego, ze mozemy czynniki stale (tj. 4) wylaczy¢ przed znak catki,

(4) wynika z tego, ze [tdt = %tz + Coraz [t3,dt = %t‘l +C,

(5) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = —1 oraz x = 1 do wyniku catek.

Podsumowujac

” 4x dxdy = 0.
A

(¢) Zaczniemy od narysowania oraz opisania zbioru A.

Y,

1
\X /1_92
1 x

x=0

y=0

Aby zauwazy¢, ze wykresem krzywej x = /1 — y? jest ¢éwiartka okregu o srodku w punkcie (0,0) i
promieniu 1, nalezy podnie$¢ obustronnie to wyrazenie do kwadratu. Wtedy otrzymamy x? = 1 —y? i
w konsekwengji x2 + y2 = 1. Ostatnie réwnanie (j. x* +y? = 1) jest wlasnie réwnaniem' okregu o
Srodku w punkcie (0,0) i promieniu 1. Mozemy zatem zbiér A opisaé nastepujaco

A={(xy) eR*:0<x<V1-y2oraz0<y < 1}.

(Zauwazmy, ze tym razem to zmienna y zmienia si¢ “od liczby do liczby”, a zmienna x ma granice,
ktére sa funkcjami.) Korzystajac z twierdzenia Fubiniego mamy wiec

o= ("

0
(Podobnie jak poprzednio musimy pamietaé, by granice catki zewnetrznej byly liczbami.) Musimy
teraz obliczy¢ calki iterowane. Zaczniemy od catki wewnetrznej. Mamy

Jm

0

30xy2 dx) dy.

Vi-y? 1 p=Viy?
30xy? dx W 3Oy2J x dx 2 30y2 - EXZ
0

x=0
B 152 (VI—y2)2 —15y2 - 0% = 15y2(1 — y?) = 15y2 — 15y,
gdzie réownos¢

(1) wynika z tego, ze zmienna calkowania jest x, a zatem mozemy wyciggnaé czynnik staly (4. 30y?)
przed znak cafki,

(2) wynika z tego, ze [tdt = 31> + C,

(3) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x = \/1 — y? do wyniku catki (nalezy
pamieta¢ o kolejnosci podstawiania granic: “granica gérna” — “granica dolna” oraz o tym, ze

(V1?2 =t).

Dla przypomnienia, okrag o srodku w punkcie (xo, yo) i promieniu r ma réwnanie (x —xg)*+ (y —yo)? = 1°.
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Wracajac do catki zewnetrznej, otrzymujemy

1 /p4/1—y2 (1) 1
” 30xy? dxdy :J (J 30xy? dx) dy = J (15y% — 15y*) dy
A 0 0 0

2) 1 1 3) 1 1

:J 15y2dy—J 15yt dy = 15J yzdy—15J ytdy

0 0 0 0

(4) 1
y3

=15 =
3

y=1 1
—15.=
5

y5

=5(1°-0°)—3(1°—-0°) =5-3=2,
y=0

gdzie réownos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 15y% — 15y,
(2) wynika z faktu, ze catka réznicy to réznica catek,

(3) wynika z tego, ze mozemy czynniki stale (tj. 15) wylaczy¢ przed znaki catek,

(4) wynika z tego, ze [t* dt = %tg’ + Coraz [t} dt = %tf’ +C,

(5) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 0 oraz y = 1 do wyniku calek.

Podsumowujac
JJ 30xy? dxdy = 2.
A
(d) Rozwigzanie zaczniemy od narysowania oraz opisania zbioru A.

WY
3

x+y=3

y=0 x=0

Zauwazmy, ze zbiér A mozemy opisa¢ na dwa sposoby:

A= {(x,y) eR?:0<x<30raz0 <y <3—x}
jak réwniez

A:{(x,y) €R2:0<x<3—yora20<y <3}.

My w naszych rachunkach wykorzystamy drugi z nich. (Zachecamy do samodzielnego sprawdzenia,
iz, wykorzystujac pierwszy z opiséw zbioru A, otrzymamy taki sam wynik koricowy.)

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego mamy wiec

”A(x +y) dxdy = J: (ij (x+y) dx) dy.
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Zatem

3y 1 3 53—y @) [*7Y 3—y
J (x+y)dx:J xdx+J ydx:J xdx+yj 1dx
0

1 x=3—y x=3—y

(:)fxz +y-x
2 x=0 x=0

41 » 1 5

= —(3— —=-0 -(3—y—0
2( y) 5 0 +y (3—y—0)

gdzie rownosé

(1) wynika z tego, ze catka sumy jest suma catek, tj. [(x +y) dx = [xdx + [y dx,

(2) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a zatem w drugiej z calek mozemy wyciggna¢ czynnik
staly (. y) przed znak catki,

(3) wynika z tego, ze [tdt = 31>+ Coraz [1dt =t +C,

(4) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x = 3 —y do wyniku calek.

PrzejdZzmy teraz do catki zewnetrznej (a zarazem i podwéjnej)

fmewaa = ([ mm)or [(3- 1)

EUCIN S O S

2 7m0 2 37 [y
5) 9 11 5 3
=56-0) =52 (8-0%

27 1 1 27 9 18
— e 27———7——:
2 23 2 2 2 %

gdzie réwnos¢
(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, 4. 5 — 342,
(2) wynika z faktu, ze catka ré6znicy to réznica catek,
3) wynika z tego, ze mozemy czynniki stale (tj. 2 w przypadku pierwszej calki oraz 3 w przypadku
y g y czy tj. 3 w przyp p ) 7 W przyp
drugiej catki) wylaczy¢ przed znaki catek,
(4) wynika z tego, ze [1dt =t + Coraz [t?,dt = 31>+ C,
5) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 0 oraz y = 3 do wyniku catek.
y p yg Y Y y
Podsumowujac

”A(x +vy)dxdy =9.

(e) Zanim narysujemy obszar A, wyznaczmy punkty przecigcia krzywychy = y/x orazy = x2. W tym
celu poréwnujemy prawe strony réwnan krzywych i otrzymujemy /x = x%. Podnoszac do kwadratu
obustronnie, mamy x = (x?)?, czylix = x*. Zatem x —x* =0, tzn. x(1 — x3) = 0. Otrzymujemy zatem
dwa punkty przeciecia, ktérych odciete s réwne x; = 0 oraz x; = 1.
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Mozemy zatem zbiér A opisaé nastepujaco
A:{(X,y) €R2:0<x<10razx2<y <\/§}

Korzystajac z twierdzenia Fubiniego mamy wiec

L/ v
” 10y dxdy = J <J 10y dy> dx.
A 0 \Jx2

(Pamietajmy, by granice catki zewnetrznej byly liczbami.) Przejdziemy teraz do obliczenia catki we-
wnetrznej. Mamy

VX VX 1
J 10y dy “:)mj ydy 210 -y?

2 2 2

y=vx (3)
= 5(v/x)% — 5(x%)? = 5x — 5x4,

y=x2

gdzie rownos¢

(1) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest y, a zatem mozemy czynnik staly 10 wyciggna¢ przed
znak calki,

(2) wynika z tego, ze [tdt = 3t> + C,

(3) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = x? oraz y = /x do wyniku catki (nalezy
pamietac o kolejnosci podstawiania granic: “granica gérna” — “granica dolna” oraz o tym, ze

(VD2 =1).

A zatem, wracajac do catki zewnetrznej, otrzymujemy

1 VX 1) 1 2) 1 1
” 10y dxdy :J <J 10y dy) dx = J (5x —5x*) dx = J SXdX—J 5x* dx
A 0

x2 0 0 0
1 1 x=1 x=1
1 1
(:)SJ xdx—SJ x4dx(:)5-fx2 5. 2%
0 0 2 x=0 5 x=0
5)D,2 2 5 a5y _ 0 3
= —(1 1° — =——1==
(20— (P07 =2 1=

gdzie réwnos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 5x — 5x*,
(2) wynika z faktu, ze catka réznicy to réznica catek,

(3) wynika z tego, ze mozemy czynniki stale (tj. 5) wylaczy¢ przed znaki calek,

(4) wynika z tego, ze [tdt = %tz + Coraz [ttdt = %tS +C,

(5) wynika z podstawienia za x granic calkowania x = 0 oraz x = 1 do wyniku cafek.

Ostatecznie 3
” 10y dxdy = .
A 2
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(f) Rozwigzanie zaczniemy od narysowania oraz opisania zbioru A.

v Y

P
x

Zauwazmy, ze zbiér A mozemy opisa¢ na dwa sposoby:

A:{(x,y) E]Rzzogxglorazxgygl}
jak réwniez

A:{(x,y) GRZ:OéxgyorazOgy gl}.
Okazuje sig, ze wybierajgc pierwszy z nich dostaniemy catke wewnetrzna postaci

1 2
J eV dy,

X

ktérej nie sposéb wycatkowaé w terminach funkcji elementarnych (por. nastepne zdanie). Dlatego tez
zmuszeni jesteSmy wybraé sposéb drugi. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego mamy wiec

) 1 /¢y )
” eY dxdy :J ( eY dx> dy.
A 0 \JO

y Y x=Yy
J ¥’ dx 0 ey’ J 1dx 2 eV’ . x G eV’ (y—0) = yeyz,
0 0 x=0

Zatem

gdzie réwnos¢

(1) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a zatem mozemy wyciggnaé czynnik staty (tj. ev’)
przed znak catki,

(2) wynika z tego, ze [1dt =t + C,
(3) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x =y do wyniku catek.

PrzejdZzmy teraz do catki zewnetrznej

2

t=y
1/ 1 (3) 1 1
” eyzdxdy:J <J e”zdx)dy (QJ ye¥’ dy @1 at = 2ydy (:)J ye' —dt
A 0 \Jo 0 1 " 0 2y
—dt =
Zyd dy
@1 ¢ @1 | '®1,, o 1
= = dt ~ = = - = A _1/
3| s Bl =G

gdzie réownos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, t;. ye¥’,
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(2)

(3)

(4)
(5)

(6)
(7)
(8)

wynika z tego, ze bedziemy korzysta¢ z metody catkowania przez podstawienie (podstawimy
t= Uz>/

wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = y?, przy czym po stronie lewej
pochodnag liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. y (co oznaczamy dopisujac symbol dy),

wynika z obustronnego podzielenia wyrazenia dt = 2y dy przez 2y,

wynika z podstawienia t za wyrazenie y> w wykladniku wyrazenia eV’ (y stojacy przed eV’
zostawiamy bez zmian) oraz zastgpienia dy przez ﬁ dt; musimy réwniez pamieta¢ o zamianie
granic calkowania (granica dolnay = 0 zamieni sie na t = 02 = 0, a granica gérna y = 1 zamieni
sienat= 12=1),

wynika ze skrécenia zmiennej y; mozemy réwniez czynnik staly 1 wyciggna¢ przed znak catki,
wynika z tego, ze [ et dt = e' + C,

wynika z podstawienia za t granic catkowania t = 0 oraz t = 1 do wyniku catek.

Podsumowujac

1
” eV’ dxdy = =(e—1).
A 2

(g) Zanim narysujemy obszar A, wyznaczmy punkty przeciecia prostychy = —x —2,y = —7x + 10

orazy = 2x + 1. Jak tatwo sprawdzi¢ poréwnujac prawe strony wzoréw, proste y = —x — 2oraz
y = —7x + 10 przecinajg sie w punkcie o odcietej x = 2. Podobnie, prostey = —x —2 orazy =2x +1
przecinaja si¢ w punkcie o odcietej x = —1, a prostejy = 2x +1 orazy = —7x + 10 w punkcie o odcietej
x =1

Y, y:2X+1

Zauwazmy, ze obszar A nie jest obszarem normalnym ani wzgledem osi OX ani wzgledem osi OY.
Niech

Aq ::{(x,y) ER?*: 2<x<1loraz—x—2< <2x+1},

Y
AZ;:{(X,y) €R2:1<x<20raz—x—2<y<—7x+10}.

Wtedy A = A1 U Ay oraz

JJ 1dxdy = ” 1 dxdy + JJ 1 dxdy.
A Al Aj
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Przejdziemy teraz do wyliczenia pierwszej z tych catek. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego mamy

1 2x+1
” 1dxdy = J <J 1 dy> dx.
Ay —1\J—x—2

2x+1
J 1dy (1:) y
—x—2

Zatem

@ ox+1) = (—x—2) =3x + 3,

gdzie réwnos¢

1) wynika z tego, ze [ 1dt =t + C,
y 8

(2) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 2x + 1 oraz y = —x — 2 do wyniku catki.
Stad
1/ p2x+1 (! @ (! 1
JJ 1dxdy:J <J 1dy>dx:J (3x+3)dx:J 3xdx+J 3dx
A —1\J—x-2 ~1 ~1 -2
1 1 x=1 x=1
(:)3J xdx—i—SJ 1dx(i)3-1x2 +3-x
—1 —1 x=—1 x=—1

02— (D430 - (-1 =0+6=6.

gdzie réwnos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. 3x + 3,

(2) wynika z faktu, ze catka sumy to suma cafek,

(3) wynika z tego, ze mozemy czynniki stale (tj. 3) wylaczy¢ przed znaki catek,

(4) wynika z tego, ze [tdt = 3t> + Coraz [1dt =t +C,

(5) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = —1 oraz x = 1 do wyniku catek.

Podobnie jak powyzej musimy teraz obliczy¢ druga z calek [ | A, 1 dxdy. Korzystajac z twierdzenia

Fubiniego mamy
2 s/ r—7x+10
” 1dxdy = J (J 1 dy) dx.
Az 1 x—2

Ponadto

=—7x+10
Y 2)

= (—7x+10) — (—x —2) = —6x+ 12,

—7x+10
J 1ay Yy

—x—2 y =—x—2
gdzie réownos¢

(1) wynika z tego, ze [1dt =t + C,

2) wynika z podstawienia za y granic calkowania y = —7x + 10 oraz y = —x — 2 do wyniku caltki.
y p yg y
Stad
2/ —7x+10 O (2 @) (2 2
” 1dxdy:J <J 1dy>dx:J(—6x+12)dx:J —6xdx+J 12 dx
Az 1 \J—x—2 1 1 1
2 2 x=2 x=2
1
(:]—6J xdx+12J lax 2 6. 2x%  +12-x
1 1 20 x=1

= (=3)-(22-1)4+122—1)=(-3)-3+12=3,

gdzie rownos¢
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(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. —6x + 12,

(2) wynika z faktu, ze catka sumy to suma catek,

(3) wynika z tego, ze mozemy czynniki state (tj. —6 oraz 12) wylaczy¢ przed znaki catek,
(4) wynika z tego, ze [tdt = %tZ +Coraz [1dt=t+C,

(5) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 1 oraz x = 2 do wyniku catek.

” 1dxdy:” 1dxdy+” ldxdy =6+3=09.
A Aq As

(h) Zanim narysujemy obszar A, wyznaczmy punkty przeciecia krzywychy = —x?+4,y = 3,/x oraz
potprostej (—oo, 0]. Latwo sprawdzié, ze krzywey = —x?+4 oraz y = 3/x przecinaja pétprosta (—oo, 0]

Ostatecznie

odpowiednio w punktach o odcietych x = —2, x = 2 oraz x = 0. Pozostaje zatem wyznaczy¢ punkty
przecigcia krzywych y = —x? + 4 oraz y = 3,/x. Poréwnujac prawe strony wzoréw, otrzymujemy
3v/x = —x? + 4. Widaé wiec, ze jednym z rozwigzan tego réwnania jest x = 1. Zauwazmy réwniez, ze

réwnanie to nie moze posiadac wiecej rozwigzan, bowiem na przedziale [0, +00) funkcja x — 3/x jest
rosnaca, a funkcja x — —x? + 4 malejaca.

y=-—x>2+4

Y 1 2\ x

Zauwazmy, ze obszar A nie jest obszarem normalnym ani wzgledem osi OX ani wzgledem osi OY.
Niech

Aq ::{(X,y)ERZ:—2<X<00raZO<y<—x2+4},
AZ::{(x,y)E]Rzzogxgloraz?a\/;cgy<—XZ+4}.

Wtedy A = A1 U A oraz

” xy dxdy = ” xy dxdy + ” xy dxdy.
A Al Aj

Przejdziemy teraz do wyliczenia pierwszej z tych catek. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego mamy

0 4—x?
JJ xy dxdy = J <J Xy dy) dx.
Ay —2\Jo

4—x2 4—x2
1
J xy dy g)xj ydy (i)x~fy2
0 0 2

Zatem

gdzie réownos¢
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(1) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest y, a zatem mozemy czynnik staly x wyciagnaé przed
znak calki,

. : 1
(2) wynika z tego, ze [tdt = 3t> + C,

(3) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 0 oraz y = 4 — x> do wyniku cafki.

Stad
0 4—x2 M ° /1
” xy dxdy = J (J Xy dy> dx = J (x5 — 4+ 8x> dx
Ay —2\Jo —2\2

0 q 0 0
= J —x° dx—J 4x3 dx+J 8x dx
22 2 2

—
—

(_) 1 5 0 3 0
= — x> dx —4 x“dx + 8 x dx
2], 2 2
x=0 x=0 x=0
2 6 |,__ 4 | _ 5 27 |,
(5) i 16 16

0= (<20 0 = (<28 44+ 0P~ (-2 = =7 +16 - 16 = ——,
gdzie rownos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. x> — 4x% + 8x,

(2) wynika z faktu, ze catka sumy/réznicy to suma/réznica calek,

(3) wynika z tego, ze mozemy czynniki stafe (tj. 1, 4 oraz 8) wylaczy¢ przed znaki catek,

(4) wynika z tego, ze [t° dt = %t6 +C, [tdt= %t‘* + Coraz [tdt = %tz +C,

(5) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = —2 oraz x = 0 do wyniku catek.

Przejdziemy teraz do obliczenia catki [ A, XY dxdy. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego mamy

1/ r4—x2
JJ xy dxdy = J <J Xy dy) dx.
Az 0

3vx
Ponadto
4—x? 4—x? y=4—x>
1 1 1 9
J xy dy W XJ ydy 2. EyZ ®) Ex[(4 —x3)? — (3vx)?] = EXS —4x3 — Exz + 8x,
3v/x 3v/x y=3x

gdzie rownos¢
(1) wynika z wyciggniecia czynnika statego x przed znak calki,
(2) wynika z tego, ze [tdt = 3t> + C,

(3) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 3y/x oraz y = 4 — x> do wyniku calki.
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4—x 1
1 9
J Xy dy> dx 2 J <2x5 — 43 — EXZ + 8x> dx
0

2) 11 1 19 1
:J XSdX—J 4x3dx—J xzdx—i—J 8x dx
2 02 0

()1 1 1 9 1 1
= ZJ x5dx4j x3dxj xzdx+8j x dx
0

0 0 2 0
()1 1 6x:1 1 4X:1 9 1 3x:l 1 Zx:l
=~ . -x —4.-x —Z.2x +8-=x
2 6 x=0 4 x=0 23 x=0 2 x=0
61 6 6 4 o 343 3 2 a2 1 3 19
2 600 1t -0 - 21— 0% 44120 = 14—
12[ 0°1—1 0% 2[ 0°1+4-[ 0] 5 5T o

gdzie réwnos¢
1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrzneij, tj. 2x° — 4x3 — 2x2 + 8x,
y p y y gtrznej, 4. 3 2
(2) wynika z faktu, ze catka sumy/réznicy to suma/réznica calek,
3) wynika z tego, ze mozemy czynniki state (4. 1, 4, 2 oraz 8) wylaczyé przed znaki catek,
y g y czy .24 3 ylaczyc p
4) wynika z tego, ze [tPdt = 10+ C, [Pdt=1t* + C, [t2dt = 23 + Coraz [tdt = 12+ C,
y g 6 i 3 2
(5) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x = 1 do wyniku calek.

Ostatecznie
16 19 15

xy dxd :” xy dxd —I—” xydxdy=———+ — = ——.
”A Yy Yy A, Yy Yy A, Yy Yy 3 1 1

22.13 (a) Z postaci calki iterowanej
1
I

mozemy odczytad, ze x zmieniasieod 0do 1 (tzn.0 < x < 1),ay zmieniasieod xdo 1 (tzn.x <y < 1).

1
J sin(y?) dy)dx

X

y
y=x

1 X

Chcemy teraz, by to zmienna y zmieniata sie od liczby do liczby. W oparciu o powyzszy rysunek
obszar A mozemy opisa¢ nastepujgco A = {(x,y) € R?: 0 < x < yoraz0 <y < 1}. Zatem

[ ([msras o [

Jezeli chodzi o calke wewnetrzng, to

Yy
J sin(yz)dx> dy.
0

y y x=Yy
J sin(y?)dx 0 sin(y?) J 1dx 2 sin(y?) - x ) sin(y?) - (y —0) = ysin(y?),
0 0

x=0

gdzie réwnos¢
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(1) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest x, a zatem mozemy wyciggna¢ czynnik staly (tj. sin(y?))
przed znak catki,

(2) wynika z tego, ze [1dt =t + C,

(3) wynika z podstawienia za x granic catkowania x = 0 oraz x =y do wyniku catek.

PrzejdZzmy teraz do catki zewnetrznej
t= yz

Yy 1 (3) 1 1
J Sin(yz)dx> dy g J ysin(y?) dx 2§11 at = 2ydys Y J ysint- 2 dt
0

1 (4)
—_— ‘t _=
2y d dy

—

1 1
= —E(Cosl —cos0) = E(l —cos1),

gdzie rownos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, 4. y sin(y?),

(2) wynika z tego, ze bedziemy korzysta¢ z metody catkowania przez podstawienie (podstawiamy
t= 92>/

(3) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = y?, przy czym po stronie lewej
pochodng liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. y (co oznaczamy dopisujgc symbol dy),

(4) wynika z obustronnego podzielenia przez 2y,

(5) wynika z podstawienia t za wyrazenie y? w sin(y?) oraz zastgpienia dx przez %dt; musimy
réwniez pamigta¢ o zamianie granic catkowania (granica dolna y = 0 zamieni sienat=0?=0, a
granica gérna y = 1 zamienisienat =12 = 1),

(6) wynika ze skrécenia y pod znakiem catki oraz wytaczenia czynnika statego % przed znak calki,

(7) wynika z tego, ze [sintdt = —cost+ C,

(8) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = 0 oraz t = 1 do wyniku calek.

1/l 1
J (J sin(yz)dy>dx:J (
0 \Jx 0 \Jo
(b) Z postaci catki iterowanej
1,03
J (J e dx> dy
0 \J3y

mozemy odczytaé, ze y zmienia sie od 0 do 1 (tzn. 0 < y < 1) a x zmienia sie od 3y do 3 (tzn.
3y < x <3).

Ostatecznie
Y 1
J sin(yz)dx> dy = E(l —cos1).

x =3y

x‘
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Chcac, by tym razem, x zmienialy sie od liczby do liczby, patrzac na powyzszy rysunek, mozemy
obszar A opisa¢ nastepujaco A = {(x,y) € R?: 0 < x <3o0raz0 <y < %x} Zatem

1 3 ) 3 %X )
J <J e~ dx) dy —J (J e~ dy) dx.
0 \Jsy 0 \Jo

Przechodzac do catki wewnetrznej mamy

1 1
3% 3%
J e dy EeXZ-J 1dy(i)e><2.y
0 0

|

gdzie réwnos¢

(1) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest y, a zatem mozemy wyciagna¢ czynnik staty (tj. eX’)
przed znak cafki,

(2) wynika z tego, ze [1dt =t + C,

(3) wynika z podstawienia za y granic catkowaniay = 0 orazy = %x do wyniku catek.

PrzejdZmy teraz do catki zewnetrznej

t:x2

1y 3 9
JS e’ dy) dx 2 J %xeX2 ax 2 1 at Y oxdx Y J %xet 1 dt

0 0 ) 0 2x
(4)
—dt =
2xd d
@17« 01 (T ®l 4 9
6J0 g ¢ o gl —e)=(e—1)

gdzie réownos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. %xe"z,

(2) wynika z tego, ze bedziemy korzystaé z metody catkowania przez podstawienie (podstawiamy
t=x?),

(3) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = x2, przy czym po stronie lewej

pochodng liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. x (co oznaczamy dopisujac symbol dx),
(4) wynika z obustronnego podzielenia przez 2x,

2

2
. L . X L. 1 . . £ -
(5) wynika z podstawienia t za wyrazenie x~ w e*" oraz zastapienia dx przez ,dt; musimy réwniez

pamietaé o zamianie granic catkowania (granica dolna x = 0 zamieni si¢ na t = 0?> = 0, a granica
goérna x = 3 zamieni siena t = 3% = 9),
(6) wynika ze skrécenia x pod znakiem catki oraz wylaczenia czynnika statego & przed znak catki,
(7) wynika z tego, ze [e' dt =e' + C,

(8) wynika z podstawienia za t granic calkowania t = 0 oraz t = 9 do wyniku catek.

DL, =o)L

(¢) Zaczniemy od odczytania zakresu zmiennosci zmiennych. Mamy 0 <y < 1 oraz ,/y < x < 1.

Podsumowujac

1y
1
r e’ dy> dx = 6(69 —-1).

0
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x:\/ljluby:x2

1
Patrzac na powyzszy rysunek, mozemy obszar A opisa¢ réwniez nastepujaco

A:{(X,y)€R2:O<x<10raz0<y<x2}.

Zatem e -
J (J \/1—|—x3dx>dy—J (J \/1+x3dy>dx.
0 \Jyy 0 \Jo
Przechodzac do catki wewnetrznej mamy

y=x>

—

X2 Xz
J \/1+x3dy(2\/1+x3-J 1dy(i)\/1+x3-y
0

0

S V1433 (3 —0) =x*V1+x3,

y=0

gdzie réownos¢

(1) wynika z tego, ze zmienng catkowania jest y, a zatem mozemy wyciggna¢ czynnik staty (4. v'1 + x3)
przed znak catki,

(2) wynika z tego, ze [1dx =t + C,

(3) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 0 oraz y = x> do wyniku catek.

Stad

t=1+x
1 7 rx? 1 3 2 1
J(J \/1+x3dy>dx(2Jx2x/1+x3dx(i) 1.at ¥ (0 4+ 3x%)dx (i)Jx2\/’E-3X2dt
0 \Jo 0 1
1 (4)
—dt =
3x2?
(6) 1 (7)1J2 ®1 23" %92 s
2o Vidt = S| t2dt = - - Stz = Z(22 —1),
3Lf 3 ), 3730, 9 )

gdzie réwnos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. x2v'1 + %3,

(2) wynika z tego, ze bedziemy korzysta¢ z metody catkowania przez podstawienie (podstawiamy
t=1+x3),
(3) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = 1+ x3, przy czym po stronie lewej

pochodng liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej wzgledem
zmiennej catkowania tj. x (co oznaczamy dopisujac symbol dx),

(4) wynika z obustronnego podzielenia przez 3x?,
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(5) wynika z podstawienia t za wyrazenie 1 + x® pod pierwiastkiem oraz zastapienia dx przez ﬁdt;
musimy réwniez pamieta¢ o zamianie granic calkowania (granica dolna x = 0 zamieni si¢ na
t =1+ 0% =1, a granica gérna x = 1 zamienisignat =1+ 13 = 2),

(6) wynika ze skrécenia x? pod znakiem catki oraz wylaczenia czynnika statego 3 przed znak catki,
(7) wynika z zamiany v/t na tz,
(8) wynika z tego, ze [ t2 dt = %t% +C,

(9) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = 1 oraz t = 2 do wyniku calek.

Podsumowujac
1/01 1/ px 2
J (J \/1—|—x3dx)dy :J (J \/1+x3dy>dx: =(22 —1).
0 \Jy o \Jo 9
(d) Z postaci catki iterowanej
4
J cos(x%) dx) dy.

mozemy odczytaé, ze 0 <y < 2 oraz y2 <x <4

Y,
x=y?luby = Vx

2

4 x

Chcemy teraz, by zewnetrzng zmienng catkowania byt x. Patrzac na powyzszy rysunek, mozemy
obszar A opisa¢ zatem nastepujgco

A:{(x,y)eRzznggélorazOgy<\/;c}.

[ ([ smta)os =

Przechodzac do catki wewnetrznej mamy

Stad

\/; 3
J cos(x2) dy> dx.
0

VX VX y=vx
J COS(X%) dy v cos(x%) J 1dy 2 cos(x%) Yy ® cos(x%) (Vx—0) = X2 cos(x%),

0 0

y=0

gdzie rownos¢

(1) wynika z tego, ze zmienng calkowania jest y, a zatem mozemy wyciagna¢ czynnik staty (tj. cos(x?))
przed znak catki,

(2) wynika z tego, ze [1dx =t + C,

(3) wynika z podstawienia za y granic catkowania y = 0 oraz y = \/x do wyniku catek; pamietajmy
réwniez o tym, ze \/x = X2,
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Obliczymy teraz catke zewnetrzng. Mamy

VX 4 3)3 1 8 2
J cos(x%) dy)dx W J X2 cos(x%) dx @5 1.dt = sx2dx ¢ J X2 cost - 3l dt
0 X2

8 t=8
2 2 2
J costdt (2 —.sint = —(sin8 —sin0) = = sin 8§,
0 3 t—0 3 3

©) 2

-3

gdzie réwnos¢

(1) wynika z podstawienia za caly nawias wyniku catki wewnetrznej, tj. X2 cos(x2),

(2) wynika z tego, ze bedziemy korzystaé z metody catkowania przez podstawienie (podstawiamy
t = X% ) ’

(3) wynika z obustronnego policzenia pochodnych we wzorze t = X2, przy czym po stronie lewej
pochodng liczmy wzgledem t (co oznaczamy dopisujac symbol dt), a po stronie prawej wzgledem

zmiennej catkowania tj. x (co oznaczamy dopisujac symbol dx),

(4) wynika z obustronnego podzielenia przez %x%,

(5) wynika z podstawienia t za wyrazenie X2 w wyrazeniu cos(x?) oraz zastapienia dx przez —2dt;
musimy réwniez pamieta¢ o zamianie granic calkowania (granica dolna x = 0 zamieni :;Té na

t=02=0,a granica gérna x = 4 zamieni signa t = 42 = 8),
(6) wynika ze skrécenia X2 pod znakiem catki oraz wylgczenia czynnika stalego % przed znak cafki,
(7) wynika z tego, ze [ costdt =sint + C,

(8) wynika z podstawienia za t granic catkowania t = 0 oraz t = 8 do wyniku catek.

i cos(x%)dx dy = ) ﬁcos(x
[[(Jjeosrac)as=[ (]

LITERATURA

Ostatecznie

N

)dy)dx = %sin&

BisLioGRAFIA. Niniejszy zestaw zadan zostal przygotowany w oparciu o nastepujace materiaty:

e M. Borkowski, Wyktad z matematyki dla studentéw geoinformacji, Poznan, 2017.

D. Bugajewski, Wyktad z matematyki dla chemikéw, Poznar, 2015.

A. Cewe, H. Nahorska, I. Pancer, Tablice matematyczne, Wydawnictwo Podkowa, Gdarisk,
1999.

G. M. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, tom 1, Paristwowe Wydawnictwo
Naukowe, Warszawa, 1985.

B. Gdowski, E. Plucinski, Zbiér zadan dla kandydatéw na wyzsze uczelnie, Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne, Warszawa, 1979.

W. Karpiniska, Rownanie falowe, £.6dz, 2007.

39


https://math.uni.lodz.pl/~karpinw/zadania/RRCz1/Rownanie_falowe.PDF

o W. Krysicki, L. Wlodarski, Analiza matematyczna w zadaniach, czes¢ 2, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa, 2003.

e M. Lassak, Zadania z analizy matematycznej, Wydawnictwo Wspierania Procesu Edukacji,
Warszawa, 2003.

o W. Rudin, Podstawy analizy matematycznej, PWN, 1976.

e ]. Sikorska, Zbior zadarn z matematyki dla studentéw chemii, Wydawnictwo Uniwersytetu
Slqskiego, Katowice, 2013.

o W. Stankiewicz, Zadania z matematyki dla wyzszych uczelni technicznych, czes¢ pierwsza,
Paristwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, 1971.

e |. Stewart, Essential calculus, ThomsonBrooks/Cole, 2007.

e D. G. Zill, Calculus with analytic geometry, PWS Publishers, 1985.

40



	Rachunek całkowy funkcji wielu zmiennych

