Rozpziat 22

RACHUNEK ROZNICZKOWY
FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

TEORIA

Funkcja (RzECZYWISTA) N ZMIENNYCH f nazywamy przyporzadkowanie, ktére kazdemu ele-
mentowi (xy, ..., X, ) nalezagcemu do pewnego zbioru zwanego dziedzing funkcji przyporzad-
kowuje dokladnie jedng liczbe rzeczywista f(xq,...,xn).

Uwacga: W dalszym ciggu ograniczymy sie do rozwazania (z drobnymi wyjatkami) funkcji
dwéch zmiennych.

Cracrosc¢ runkcyt. Funkcje f: (ag,b1) x (az,b) — R nazywamy cigglg w punkcie (¢,m) €
(a1, b1) x (ap, by) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z ponizszych réwnowaznych
warunkow:

e dla kazdego ¢ > 0 istnieje & > 0 taka, ze [f(x,y) — f(&,n)| < e dla kazdego punktu
(x,y) € (a1,b1) x (ay, by) takiego, ze [x — &] < d oraz [y —n| < 3,

e dla kazdych ciggéw (xn)nen, (Yn)nen 0 wyrazach z prostokata (aj, b1) x (ap, ba)
zbieznych odpowiednio do punktéw & oraz n ciag (f(xn, Yn))nen jest zbiezny do f(&,n).

Funkcje f: (a;,b1) x (az, by) = Rnazywamy cigglg, jezeli jest ona ciggta w kazdym punkcie

swojej dziedziny.

PocrobNE czastkowe. Niech f bedzie funkcjg dwéch zmiennych okreslong na prostokacie
(all bl) X (a2/ bZ) oraz niech (Evln) € (allbl) X (a2l bZ)

e Pochodng czgstkowg funkcji f w punkcie (&,1) wzgledem pierwszej zmiennej nazywamy
granice (o ile istnieje)

of ,
3y (&) = lim o -

e Pochodng czgstkowq funkcji f w punkcie (&, n) wzgledem drugiej zmiennej nazywamy granice

(o ile istnieje)

@(E,Tl) = lim h :

PocropNymr czastkowyMi FUNKC]I f, okreSlonej na prostokacie (aj, by) x (ay, by), nazywamy

of

funkcje % oraz a;' ktére punktom (s,t) € (aj, by) x (ap, by) przyporzadkowujg wartosci

pochodnych czastkowych w tych punktach, tj. 51 (s, t) oraz §1 (s, t).




PocHopNE wyzszycH RzepOW. Niech f bedzie funkcja dwoéch zmiennych okre$long na

prostokacie (ai, by) x (ap, by). Zalézmy, ze w kazdym punkcie prostokata (a;, bi) x (az, bs)
istniejg pochodne czastkowe funkgji f. Pochodne czgstkowe tych pochodnych, jezeli istnieja,
nazywamy pochodnymi czgstkowymi rzedu drugiego funkcji f i oznaczamy symbolami
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Podobnie definiuje sie pochodne trzeciego i wyzszych rzedéw.

o2f
ox0y

o2f
dyox Oraz

PocHopnymr mieszanymi funkgji f nazywamy pochodne

TWIERDZENIE SCHWARZA O POCHODNYCH MIESZANYCH. Zalézmy, Ze funkcja f okreSlona na

prostokacie (aj, b1) x (ay, by) posiada pochodne mieszane drugiego rzedu, ktére sg ciggle w
punkcie (&,m) € (a1, b1) x (az, by). Wtedy
0%f 0%f

axay(’z””) ~ dydx

Recutra raNcucHowA. W celu obliczania pochodnych czastkowych funkgji ztozonych korzysta

sie z tzw. reguly taricuchowej. Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ pochodne czastkowe funkgcji
z = f(u,w), przy czym u = g(x,y) oraz w = h(x,y). W tym celu rysujemy drzewo zaleznosci
zmiennych

Poruszajac si¢ po drzewie od korzenia (wierzchotka z) do lisci (wierzchotkéw x i y) wzdiuz
krawedzi, otrzymujemy nastepujgce wzoru

Ox du Ox 0w 0x dy ou dy ow dy’

Nalezy pamietaé, ze poruszajac sie¢ wzdluz tej samej galezi (czyli ciggu krawedzi prowadza-
cych od korzenia do liscia) nalezy poszczegdlne ,wyniki” mnozy¢, a w przypadku zmiany
galezi nalezy ,, wyniki” dodawac¢.

ExsTREMA LOKALNE. Méwimy, Ze funkcja f okre$lona na prostokacie otwartym D = (a;, by) X
(ap, by) osiaga w punkcie (¢,m) € D

o maksimum lokalne, gdy istnieje taki prostokat otwarty U C D zawierajacy punkt (&,n),
ze dla wszystkich (x,y) € U zachodzi f(&,m) > f(x,y),
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o minimum lokalne, gdy istnieje taki prostokat otwarty U C D zawierajacy punkt (&,1), ze
dla wszystkich (x,y) € U zachodzi f(&,1) < f(x,y).

WARUNEK KONIECZNY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO. Jezeli funkcja f: (a;, b1) x (az, b)) =+ R

osigga w punkcie (&,1) ekstremum lokalne i ma w tym punkcie pochodne czgstkowe, to

of

of
a(é,n) =0 oraz @(é,n) =0.

Uwaga: Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, warunek konieczny istnienia
ekstremum nie jest warunkiem wystarczajgcym, tzn. nawet jezeli funkcja f posiada pochodne
czastkowe, ktére zeruja sie¢ w punkcie (&, 1), to niekoniecznie ma ona w tym punkcie ekstre-
mum lokalne!

Hesjan. Niech f: (a3, by) x (a2, ba) = R bedzie funkcjg, ktéra posiada pochodne czastkowe
drugiego rzedu. Hesjanem funkcji f nazywamy nastepujacy wyznacznik funkcyjny

of (x,y) or (x,y)

ox2’ oyox
H(x,y) = det X yox

0%f (xu) 0%f (x.u)

oxdy 'Y oy? &

Sama macierz drugich pochodnych nazywamy macierzg Hessego.

WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 1. Niech f bedzie funkcjg zdefinio-

wang na prostokacie otwartym zawierajagcym punkt (&,1), ktéra posiada ciaggle pochodne
czastkowe drugiego rzedu, oraz niech

of of
—(&n) =0 oraz —(&n)=0.
ox ay

o Jesli H(E,m) > 0, to funkcja f w punkcie (&,1) ma ekstremum lokalne, przy czym jezeli
02f

5z (&m) > 0, to jest to minimum, a jezeli %(&,n) < 0, to jest to maksimum.

e Jesli H(E, 1) < 0, to funkcja f w punkcie (&,m) nie ma ekstremum lokalnego. W punkcie
(&,m) wystepuje tzw. punkt siodlowy.

o Jedli H(&, 1) = 0, to kwestia istnienia w punkcie (&,1) ekstremum lokalnego funkcji f
nie jest rozstrzygnieta.

WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 2. Niech f bedzie funkcjg n zmien-

nych zdefiniowang na prostokacie otwartym zawierajgcym punkt & := (&1, &, ..., xn ), ktéra
posiada ciaggle pochodne czastkowe drugiego rzedu oraz niech

of
aXi

(&) =0dlakazdegoi=1,...,n.



Ponadtodlai=1,...,n niech

i ﬁ(i) o%f 0%f i
X3 0%1 0%, 0x10%4
0%f 0%f 0%f
3 € i)
H; (&) := det | 0x,0%x; %5 0X2 0%
0%f 0%f 0%f ()
_axiaxl aXiaXQ o aX%

o Jesli Hi(&) > 0 dla kazdego i € {1,...,n}, to funkcja f posiada w punkcie & minimum
lokalne.

e Jesli (—1)'Hi(&) > 0 dla kazdego i € {1,...,n}, to funkcja f posiada w punkcie &
maksimum lokalne.

e Jesli cigg kolejnych hesjanéw H; (&), gdzie i € {1,...,n}, nie spelnia zadnego z dwéch
powyzszych warunkéw, to o ile Hi (&) # 0 dla kazdego i € {1, ..., n}, to funkcja f nie ma
ekstremum lokalnego w punkcie &.

Z ADANIA
Zadanie 22.1. Oblicz z definicji pochodne czgstkowe funkcji f w punkcie (&,1), jezeli
(a) f(x,y) =3x+2yoraz (&) = (1,-1), (c) f(x,y) =y*—xyoraz (§,n) = (4,1),
(b) f(x,y) =x*y oraz () = (-2,0), (d) f(x,y) = xsiny oraz (& n) = (0, 7).

Zadanie 22.2. Oblicz pochodne czgstkowe nastepujacych funkcji

(a) f(x,y) =x—4y, (1) f(x,y) = cos(y + sinx),

_ 2 _
(b) f(x,y) =3x+vy?%, (m) f(x'y)_xy+y'

3 o3
(€) fy) ==y =27, ™) foy) =
(d) flx,y) =2xy +xy~?, .

(0) Flx,y) = >

(e) f(x,y) = (5xy —y>+7), ' cosy’

_ 3.2 4 _ cosy
() f(x,y) = (4xy’ +x* + 6y)*, (p) foy) =~
(g) f(x,y) =ye*™, (q) flx,y,z) =xy 2zt +3yz7},
(h) f(x,y) =x2ex%Y, (r) f(x,y,z) = 4x2y?z — 2xy 3,
(i) f(x,y) = sin(x* + 2xy), (s) f(x,y,z) =sin(2x + 3y + z),
() flx,y) = cos(3y* —x%y), (t) f(x,y,z) =¥ 2u+5%,
(k) f(x,y) =In(x +1ny), (u) f(x,y,z) = x2ev?,



(v) flxy,2) = 1+ 2% + 3x, () i y,2) =

3 yx+z’
Xy
f 7 7 — 7
(w) f(x,y,z) p——

Zadanie 22.3. Oblicz pochodne czastkowe pierwszego oraz drugiego rzedu ponizszych

funkgji:
(a) f(x,y) =x>—2x2y + 3y?, (c) f(x,y) = x*sin’y,
X
(b) f(x’y):x+y' (d) f(x,y) =ylnx+x*Iny.
Zadanie 22.4. Pokaz, ze funkcja u: R* — R dana wzorem u(x, t) = [f(x +vt) 4+ f(x —vt)],

gdzie funkcja f: R — R jest dowolng funkcjag dwukrotnie rozmczkowalnq, spelnia réwnanie

falowe 52 52
u ,0°u
2 Voe 0

Stata v jest predkoscig rozprzestrzeniania sie (propagacji) fali.

Zadanie 22.5. Pokaz, ze funkgja u: R*? — R dana wzorem u(x,y) = yf(x* — y?), gdzie
f: R — R jest dowolng funkcjg rézniczkowalna, spetnia réwnanie

1 ou 1 au_u

x ox y oy y?
Zadanie 22.6. Stosujac regule fanicuchowg oblicz 3% oraz 9% =, jezeli:
(a) z(u,w) =udw,u(x,y) =xy=2, w(x,y) =3x—v,

(b) z(w,w) =uw 2, u(x,y) =x+ 2y, wix,y) = x4y,

(c) z(u,w) =1+ 3uw —w2,u(x,y) = 2x + 5y, w(x,y) = xy,

(d) z(w,w) =u—2uw+w? u(x,y) =3x — 4y, w(x,y) =xy~},
(e) z(u,w) =un? u(x,y) = e, w(x,y) = In(2x> — 5y),

(f) z(u,w) = 1w, u(x,y) = e~ Y, w(x,y) = In(3y? + 7x),

(g) z(u,w,x) =u2x —4w!, u(x,y) = —3xy, w(x,y) =y + 2x°,
(h) z(uw,w,y) =u?+7y°w, u(x,y) = 2xy, w(x,y) =x —3y—*

Zadanie 22.7. ZnaleZ¢ ekstrema lokalne nastepujacych funkcji dwéch zmiennych:

(a) fx,y)=—x*+xy—y*+2x—y, (f) flx,y) =4x+x1—-8y—2y},
(b) f(x,y) =2x>+3xy+y>—2x—y+1, (g) flx,y) = (x —2y)e*¥

(c) flx,y) =% +1y°>—3xy, (h) f(x,y) = (y* +4x)e?

(d) f(x,y) =x°+3xy?+ 12xy, (i) f(x,y) =16In(y +2x) —8x —y?,
(e) f(x,y) =x+x1+y? (G) f(x,y) = arc tg(xy) + arc tg(x).



Zadanie 22.8. Pokaz, ze w oparciu o analize znaku hesjanu nie mozna rozstrzygna¢ istnienia
ekstremum lokalnego funkgji f: R*> — R danej wzorem f(x,y) = x> + y*, choé¢ funkcja ta
posiada minimum lokalne w punkcie (0, 0).

Zadanie 22.9. Znalez¢ ekstrema lokalne nastepujacych funkgji trzech zmiennych:
(a) f(x,y,2) =x*+2y*+ 2> —2x +4y —6z+1,
(b) f(x,y,z) =1—x%—xy —y?+2xz — 22> — 3y,

() fx,y,z) =x*+y?+ 2% — 2x + 6yz.

ODPOWIEDZI

221(a)af1—1) 3, 85(1,—1) =2(b) §-(—2,0) =0, g5 (— 20_4(c)af41 —1, §5(4,1) = -2
(d) &£ =0, g2(0,71) = 0222 (a) gf 1,50 = 4(b) 3,213—2y(c)—:3xy—2y,
ai; = x3 6y X (d) o = 6x_4y + y 3, o= — _4 (e) 2L = 30xy(5x%y —y® + 7)?,
g; 3(5x2—3y?) (5x2y—y3+7)% (f) 2L = 8(x+2y>)(x? +4xy3—|—6y)3,g—; f24(2xy2+1)(x2—|—4xy3—|—6y)3
(8) & = yly + Dexty, I = (1 + xy)eX ™Y (h) 95 = x(x + 2)ex %, A — _3x2ex
(i) &£ = 2(x + y)cos(x* + 2xy), 2 ag = 2xcos(x? + 2xy) (j) &£ = 3x%ysin(3y? — x3y),
g—; = —(6y — x3) sin(3y? — x3y) (k) 3% = Xj&ny, g—; = W (D) % = —COosX - sin(y + sinx),
¥ = —sin(y + sinx) (m) =i o =0(n) §f = (wa, = iy (0) §f = =,
- ) 8- e g - @ 3 =y 3 = pd 43,
o = 4xy*3z3 2 (r) A = 8xy2z — 2y*3, g—; = 8 lyz + 6xy~t, I = 4xHy?
(s) of = 2cos(2x —|—3y +z), 8 = 3cos(2x —|—3y +2), 3 = cos(2x + 3y +z) (t) o = 2xeX’2ut52
g—; = —DeX2y+5z) i = 5 —2y+5z (u) = 2xev?, % = x2z8ev?, o = 3x2yz2eY=’
(v)&f = 3 9t _ w2 2 _4@()&: vt of _ 2xyP-3xly’z

ox 2 l+zzy2+3x' 9y 1+22y2+3x” oz 14+2z2y2+3x 0x (y—xz)*’ ay T (y—xz)*
of _ _x*y? _ XPy’2x of _ 2 of _ x*y 2
0z = Twoaye (X ) o = w, W T i 0 = — i 223 (a) §p = 3% —6xy,
of _ _ 9% _ of _
S5 =~ +6y, §F = 6x— 6y, 33 = a55x = 6%, §E =6 (b) = (xfyw oy = o
2 2 2 — 2¢ .
27 = — T a?cay = 2yox = el gT = X+y B (c) = 2xs1n2y, v = 2sinycosy,
g—if 2sin?y, axf = a%g —4xsmgcosy, T = 2x? cos’y — 2x sin?y (d) gi =yx ! +2xlny,

2¢ 2¢ 2 _

g—; = x*y~! + Inx, g’; = 2lny — yx~ ,762% = a%ax = 2xy~ ! 4+ x~ 1,272 = —x%y?
226 (a) 22 = 1233y~ — 3x%y 5, g—z = 5%y —18x*y 7 (b) 32 = 3x 7y 2 —8x Oy},
S =2y Y (o) =2y 2+24x2+132xy+165y2,§—§ = 2% 2y 3466y +330xy+375y>
(d) % = —12xy~! 4 2xy~ 4 —9(3x —4y)* +8, 9 ay = 6x2y 2 — 4x?y~° + 12(3x — 4y)*
(e) § Q = e In?(2x3 — 5y) + 12x2(2x3 — 5y)lext¥In(2x® — 5y), gTj = eV In?(2x3 — 5y)
— 10( 3 — 5y)~lextViIn(2x® — 5y) (f) % = 7(7x + 3y?) e 1 22272V In(3y% + 7x),
g—; = 6y(7x + 3y?) e 2y — 2e2"WIn(3y? + 7x) (g) & = Ix 2y 2 — 96x3(2x3 + y)’,
z% = —16(2x> +y)® — %X*Iy*3 (h) % = 8xy? + 6y°, ’c% = 8x%y + 18xy? + 18y 2 22.7 (a) Funk-

cja f ma w punkcie (1,0) maksimum lokalne. (b) W punkcie (—1,2) funkcja f ma punkt siodtowy.
(c) W punkcie (0,0) funkcja f ma punkt siodtowy. W punkcie (1,1) funkcja f ma minimum lokalne.
(d) W punkcie (—2,—2) funkcja f ma maksimum lokalne, a w punkcie (2, —2) minimum lokalne.
W punktach (0, —4) oraz (0,0) funkcja f ma punkty siodtowe. (e) W punkcie (—1,0) funkcja f ma
punkt siodlowy. W punkcie (1,0) funkcja f ma minimum lokalne. (f) W punkcie (—1, 1) funkcja



%,—%) minimum lokalne. W punktach (—%,—%) oraz (%, %)

funkcja f ma punkty siodlowe. (g) W punktach (—1, 1) oraz (1, —1) funkcja f ma punkty siodtowe.

f ma maksimum lokalne, a w punkcie (

(h) W punkcie (—3,0) funkcja f ma minimum lokalne. (i) W punkcie (1,2) funkcja f ma maksimum
lokalne. (j) W punkcie (0, —1) funkcja f ma punkt siodlowy. 22.8 (a) W punkcie (1, -1, 3) funkcja f ma

minimum lokalne. (b) W punkcie (1, -2, %) funkcja f ma maksimum lokalne. W punkcie stacjonarnym

(—%, —2, —%) funkcja f nie ma ekstremum. (c¢) W punkcie (1, —18, 6) funkcja f ma minimum lokalne.

W punkcie stacjonarnym (1,0, 0) funkcja f nie ma ekstremum.
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