Rozpziar 21

ELEMENTY ALGEBRY LINIOWE]

TEORIA

Macierz. Niech m i n bedg liczbami naturalnymi. Macierzg (prostokgtng) o m wierszach
i n kolumnach, nazywamy funkcje przyporzadkowujaca kazdej parze liczb naturalnych (i,j),
gdziei € {1,2,...,m},j € {1,2,...,n}, liczbe (lub ogdlnie pewien obiekt) aj;. Liczby aj;
nazywamy elementami macierzy A.

Uwaga: Cho¢ z definicji macierz jest funkcjg A: (i,j) — ayj, w praktyce przedstawiamy ja
w postaci tablicy

an a Ain

a3 A Qon
A= ;

aAm1 am2 Amn

czesto piszemy réwniez A = [ay;].

WyMIAR MAcIERZY. O macierzy A powiemy, ze ma wymiar m x n (czyt. em na en), gdy ma

m wierszy i n kolumn; piszemy wtedy A xn lub [aij]mxn.

GLOWNA PRZEKATNA macierzy A = [aijlm xn Nazywamy nastepujacy cigg elementéw macierzy

ay1, g2, A33, - .., Akk, gdzie k = min{m, n}. Na ponizszym rysunku przedstawiono przykta-
dowe macierze z zaznaczonymi gléwnymi przekatnymi:

iz a13 a2 13 Q4
aiz a3 dig

az1 23 az1 Q23 24
an Q23 24

asp as asp asp asz4
asp as 034

a41 Qg2 Q43 a41 Qg2 O43

Macierz kwaDRATOWA. Gdy liczba (m) wierszy macierzy jest réwna liczbie (n) kolumn, to

macierz taka nazywamy macierzq kwadratowg, a liczbe n (lub m) jej stopniem. Przyktadami
macierzy kwadratowych sa macierze

1 2 2

A= _05 5] oraz B=|0 2 1]
—4 7 -3

stopient macierzy A wynosi 2, a stopien macierzy B wynosi 3.



MACIERZA DIAGONALNA nazywamy macierz kwadratowga, w ktérej wszystkie elementy poza

gléwng przekatna sg réwne zeru, np.

3000
0200
0040
0007

MACIERZA JEDNOSTKOWA nazywamy macierz diagonalng, w ktérej wszystkie elementy znajdu-

jace sie na gléwnej przekatnej sg rowne 1, np.

10 0 10 ... 0

10 01 ...0

(1] [()1] 010 L .
0 01 )

00 ...1

Macierz jednostkowgq (niezaleznie od stopnia) oznaczamy symbolem 1.

MacierzA zErows nazywamy macierz prostokatng sktadajaca sie z samych zer, np.

00 ...0
0 0 0 000 00 ...0

0] [O 0] H [o o] [ooo] oo
00 ...0

Macierz zerowq (niezaleznie od wymiaru) oznaczamy symbolem 0.

Réwno$¢ macierzy. Dwie macierze A = [ay;) i B = [by;] uznajemy za réwne, jezeli

e s3 tego samego wymiaru m X n oraz

e na wszystkich odpowiadajgcych sobie miejscach majg takie same elementy, tzn. ai; = by;
dlai=1,2,..., mij=1,2,...,n.

TRANSPONOWANIEM macierzy nazywamy dzialanie, ktére polega na zamianie wierszy

macierzy na kolumny lub, r6wnowaznie, kolumn na wiersze, z zachowaniem ich kolejnosci.
Macierz A po transponowaniu oznaczamy symbolem AT.

WyYZNACZNIK (DEFINICJA REKURENCYJNA — ROZWINIECIA LAPLACE'A). Wyznacznikiem — macierzy

kwadratowej A = [ay;] stopnia n nazywamy liczbe det A (od stowa determinant) zdefiniowang
w nastepujacy sposob:

o jezelin =1,t. A = [ay1], todet A = ay;,

o jezelin > 1,todetA = Z]-n:l (—1)"7 ay; det Ay;, gdzie Ay; 0znacza macierz stopnian—1,
powstalg z macierzy A poprzez skreSlenie pierwszego wiersza oraz j-tej kolumny.

Uwaca: Wyznacznik macierzy A oznacza si¢ réwniez symbolem [A].
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WYZNACZNIK MACIERZY STOPNIA 2 MOZna ObliCZYé Ze WZoru

det [(cl z] = ad — bec.

WYZNACZNIK MACIERZY STOPNIA 3 mozna obliczy¢ ze wzoru Sarrusa

= d1102033 + Q12023031 + Q13021432

—(az1axnai3 + azaxa;n + aszasdn)

WazZna wrasNOSE wyzNACZNIKA. Jezeli macierze kwadratowe A i B sg tego samego stopnia,
to det(A - B) = det A - det B.

Macierz opwroTNA. Niech A bedzie macierzg kwadratowa. Jezeli istnieje macierz kwadra-

towa B tego samego stopnia co macierz A i taka, ze A - B = B - A = I, gdzie I jest macierza
jednostkowg, to macierz B nazywamy macierzg odwrotng do macierzy A. Macierz odwrotna
do macierzy A oznaczamy symbolem A~

TWIERDZENIE O ISTNIENIU I POSTACI MACIERZY ODWROTNE]. Macierz kwadratowa A stopnia n
posiada macierz odwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona macierzq nieosobliwg, tzn. gdy
det A # 0. W takim przypadku A~ = ——(AY)T, gd;ie_ A4 = [Dy;] a Dyj jest dopelnieniem
algebraicznym elementu a;; macierzy A, tzn. Dy; = (—1)'") det A;; oraz A;; jest macierzg kwa-

dratowa stopnia n — 1 powstalg z macierzy A przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

MACIERZ ODWROTNA DO MACIERZY STOPNIA 2 MOZzna wyznaczyc ze wzoru
1
a b 1 d —-b
c d ad—bc |—c a |’

Z.ADANIA

Zadanie 21.1. Oblicz: A + B,2B —3A, A -B,B- A, AT oraz BT, jezeli:

1 2 11 1 2
_ _ 12
11
(b)Azl 3, B— —2 1, (d) A = —2 0 2’ 8213_2,
2 -1 0 1 1 1 -2 21 0




122 L1 2 —1 1 112
(e)A:210,B:[101], (f) A=|1 3 2|, B=[4 3 0
111 2 0 3 321

Zadanie 21.2. ZnajdZ macierze A, B # 0 takie, ze A- B =0oraz B - A # 0.

Zadanie 21.3. Pokaz, ze jezeli mnozenie macierzy A - B jest wykonalne, to wykonalne jest
réwniez mnozenie BT - AT, a ponadto zachodzi wzor (A - B)T =BT - AT.

Zadanie 21.4. Niech A bedzie macierza wymiaru m x n. Rozwazmy funkcje L: R™ — R™
dang wzorem L(xq,...,%n) := A - [x1,..., %o ". Pokaz, ze L jest odwzorowaniem liniowym, tzn.
,Xn),Y = (Y1,...,Yn) € R™ oraz dowolnych liczb

rzeczywistych o, 3 spetnia warunek L(ax + By) = «L(x) + BL(y).

dla dowolnych punktéw x = (xy,...

Zadanie 21.5. Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy stopnia 2:

3 2 -1 3 2 4 6 3
(a) [4 6], (b) [2 7], (c) [_5 3], (d) [_2 _1]
Zadanie 21.6. Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy stopnia 3:
2 3 0 1 0 0 1 0 —4 -1 4 2
(a) |1 —2 1|, ®b) |5 2 -1, () |0 —2 4, d |3 1 -3|
2 -3 -3 1 -1 3 2 -1 2 =2 1

Zadanie 21.7. Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy stopnia 4:

o
1
@ [, _
0 O

1
(b)

1 0
1 1

1
1
1
1

0
-1

0
0
1

-1/

0
0

1

4

(c)

_ N = O O N = =

(d)

321

120

31 2(

2 01

—4 1 2
0 3 O
0 0 3

-2 1 -1

Zadanie 21.8. Sprawdz, czy macierze A i B s3 odwrotne wzgledem siebie:

(a) A=

—1

(b) A=,

1 1
1 0] oraz B = [1

(1)] oraz B = [

0

1
—1

1
—2

|

0

-3

|

(c) A=

(d) A=

2
11

1

-1 2
B = ,
o[ 2



Zadanie 21.9. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy stopnia 2:

(2 1 2 2 4 3 —1 1
@1 —4]’ © 15 4]’ (©) 15 3]’ ) | 5 1]’
3 4 2 2 5 6 2 2
b , d , f , h :

<>23] ()_23] <>3_3] <>35]
Zadanie 21.10. Wyznacz macierze odwrotne do macierzy stopnia 3:
1 2 2 21 -1 112 1 0 2
(a) |12 1 0}, (b) |5 2 4|, (c) |4 3 0f, (d) |12 —1 0.
111 7 3 2 321 0 2 2

Zadanie 21.11. Pokaz, Ze jezeli macierze kwadratowe A i B spelniajg réownos¢ A - B = I, gdzie
[ jest macierzg jednostkowg, to wtedy prawdziwa jest rowniez ré6wnos¢ B - A = 1.

Zadanie 21.12. Niech A i B bedq macierzami kwadratowymi tego samego stopnia posiada-
jacymi macierze odwrotne, odpowiednio, A loraz B~ Wykaz, ze macierza odwrotng do
macierzy A - BjestB~!- AL

Zadanie 21.13. Rozwigz nastepujace rOwnania macierzowe:

3 -2 1 2 1 2 11 25
X - — , X — ,
(@) X150, [—5 6] © 13 0] [o 1] [0 3]
11 3 2 1 )
b) 56| y_ / @ 3 X. 0] _ 5|
6 7 11 0 1 2 1 7 —4
ODPOWIEDZI
21.1 (a) Mamy
ALpo |1l 241 |23 o8 3a_ |2 2]_ 3 6]:[—1 —4]
1+1 0+0] |2 0 20 |30 1 0
A g 112 140] _ Boa_ |1H1 240 _[2 2]
140 140 11 140 240 1 2
AT:'l 1 BT:_l 1
2 0 10




(b) Mamy

PR L G 2 S B o T I e B
240 (=1)+1 2 0 0 2
Ap_ |20 143 | 24 Boa_ |2)+2
(—4)+0 2+ (=1) 41 042
AT |12 gT_ |20
3 -1 1 1

o)

(—6) + (—1)
0+ (—1)

(c) Dziataii A + B, 2B — 3A oraz B - A nie mozna wykona¢. Ponadto mamy

142 242 3 4
I
A-B=[14+3 2+4+3|=[4 5 AT=1 5
1+1 2+1 2 3

(d) Dziatari A - B oraz B - A nie mozna wykona¢. Ponadto mamy

gT_ |11
201

—7
—6 5

|

[(—2)+1 0+3 2+ (-2) 13 0 2 1
A+B= = AT=10 1
1+2 14+1 (=2)40 3 2 -2
I 2 -2
2 6 —4 6 0 6 8 6 —10 (12
2B —3A = — = B"=|3 1
4 2 0 3 3 -6 1 -1 6
i -2 0
(e) Dzialann A 4 B, 2B — 3A oraz A - B nie mozna wykona¢. Ponadto mamy
14242 24142 2+0+2 5 5 4 12l
B-A= = AT =12 11 BT =
140+1 24041 240+1 2 33
2 0 1
(f) Mamy
[24+1 —1+1 1+2 30 3
A+B=|1+4 3+3 240|=1|5 6 2
243 042 3+1 5 2 4
(2 2 4 6 -3 3 -4 5 1
2B—3A=1(8 6 0| —13 9 6|/=|5 -3 —6
6 4 2 6 0 9 0 4 -7
(2443 2-34+2 4+0+1 1 1 5
A-B=|1412+6 14+9+4 2+4+0+2|=1[19 14 4
24049 2+40+6 4+0+3 1 8 7
(24144 —14+3+0 14+2+6 7 2 9
B-A=|84+3+0 —4+4+9+0 446+0| = (11 5 10
6+24+2 —3+6+0 3+4+3 10 3 10
(2 1 2 1 4 2
AT=1-1 3 0 B'=1[1 3 0
1 23 2 21




21.2 Macierze A i B mogga by¢ np. postaci
1 -1

oraz B = 1 2.
-1 1 1 2

21.3 Skoro mnozenie macierzy A - B jest wykonalne, liczba kolumn macierzy A i wierszy macierzy B

A=

musza by¢ rowne. Macierze A i B mozemy zatem przedstawi¢ w postaci

app 4 ... Qin bi1 bz ... bk

a  ap aon by by ... box
A= oraz B =

am1 Am2 Amn bn1 an2 bnx

Macierz (A - B)T ma wymiar k x m, gdyz A - B jest wymiaru m x k. Zauwazmy réwniez, ze w i-tym
wierszu i j-tej kolumnie macierzy (A - B)' stoi element, ktéry w macierzy A - B stat w j-tym wierszu
oraz i-tej kolumnie; tutaj i € {1,...,k} orazj € {1,..., m}. Element taki jest sumg iloczynéw liczb
lezacych w j-tym wierszu macierzy A oraz i-tej kolumnie macierzy B. Jest on wiec réwny > {*; ajibyi.
Wyznaczmy teraz element macierzy BT - AT lezacy w i-tym wierszu oraz j-tej kolumnie. Na poczatku
zauwazmy, ze macierz BT ma wymiar k x n, a macierz AT ma wymiar n x m. Oznacza to, ze mnozenie
macierzy BT - AT jest wykonalne oraz wymiar macierzy BT - AT to k x m. Element lezacy w i-tym
wierszu oraz j-tej kolumnie macierzy BT - AT jest sumg iloczynéw liczb lezacych w i-tym wierszu
macierzy BT oraz j-tej kolumnie macierzy AT. Ale

;] a1 ... Qg b1y b ... bm

a a a b b b
AT _ |2 a2 m2 oraz B | 012 b2 n2

Qin  Q2n Qmn bix  ax bnx

Skad wynika, ze element lezacy w i-tym wierszu oraz j-tej kolumnie macierzy BT - AT jest postaci
Y o buaj = Y (-4 ajibyi. Oznacza to, ze na kazdym miejscu (i,j), gdzie i € {1,...,k} oraz j €
{1,...,m}, macierze (A -B)T oraz BT - AT maja takie same elementy. Zatem prawdziwa jest rownosc¢
(A-B)T =BT.AT.

21.4 Niech
a ain e A1n
A— any Ao e Aoy
Aml1 AGm2 ... Qmn

Wtedy dla dowolnych x := (x1,...,%xn), Yy := (Y1,...,Yn) € R" oraz «, f € R mamy

(a1 ap ... amm ax1 + By1 2 iog agjloax + Byj)
Llox + py) = Q1 ap ... Gn | | ox+ By _ Z)T;l aj (axj + By;)
[Am1l Qm2 ... Qmn oaxn + BYyn Z)lel amj (O‘X)' + ﬁy]’)

[ o Y g+ B X5 aujy; 25 anxg 2 5o1 @y

B R IPE L DN N PR LN BN PR

Lo 35 amiXj + B 25 amjy; 2 5—1 AmjXj 2§21 amjY;

= oL(x) + BL(y).

Oznacza to, ze L jest odwzorowaniem liniowym.



21.5 (a) Mamy

3 2
det =3-6—(-2)-4=18+8=26.
e [4 6] (—2) +
(b) Mamy
-1 3
det[ ]—(—1)-7—3-2——7—6——13.
2 7
(c) Mamy
2 4
det[ ]:2-3—(—5) (—4)=6—20=—14
(d) Mamy

6 3
det [_2 _1] =6-(—1)—3-(—=2)=—6+6=0.

21.6 (a) Korzystajac z metody Sarrusa, otrzymujemy

2 3 02 3
det|1 -2 1|1 —2=124+3+0—-(0+4—-9)=15—(-5) =20.
1 2 3|1 2

(b) Korzystajac z metody Sarrusa, otrzymujemy

1 0 01 O
det{5 2 -1 5 2=-2404+0-(0-1+0)=-2—(-1)=-1
-3 1 —-1|-3 1

Wyznacznik w tym podpunkcie mozemy réwniez tatwo obliczy¢ wykorzystujac rozwiniecie Laplace’a.
Mamy bowiem

1 0 0 )y 1
det| 5 2 —1|=(=D"1-1-det L 1]:—2+1:—1.
31 -1

(c) Korzystajac z metody Sarrusa, otrzymujemy

1 0 —4]1 o0
det|0 —2 4]0 —2=24+0+0—(24+8+0)=2—32=-30.
3 2 -1/3 2

(d) Korzystajac z metody Sarrusa, otrzymujemy

1 4 27]-1 4
det|3 1 3|3 1 =-1-24-12—(4—6+12) =—37—(10) = —47.
2 2 1|2 =2

21.7 (a) Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza, otrzymujemy

1 -1 0 0
L Lo 1 -1 0 1 -1 0
det L1 =D 1-det|-1 1 1|4+(=D"2-(=1)-det|0 1 1
—1 1 -1
0 0 1 -1 0 0



gdyz

det|—-1 1 1|-1 1 =-140+0—-(0+1-1)=-1

oraz

det|{0O 1 1|0 1 =-14+04+0—-(04+1+0)=-2.

(b) Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza, otrzymujemy

0 1 1 0
Lo 1 o -1 1 0 -1 0 0
det 0 Lo . =(=D"2.1-det|0 0 —1|+(=D"3-1-det|0 -1 -1
0 -1 1 0o 1 1

0 1 -1 1
=(=1)-1+0=-1,

gdyz
-1 1 0]|-1 1
det|{ 0 0 -1/ 0 0=0+0+0-(0—-1+0)=1
0 -1 1(0 -1
oraz

-1 0 0|-1 O
det| 0 -1 -1 0 —-1=14+04+0—(0+1+4+0)=0.
0 1 1|0 1

(c) Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem czwartego wiersza, otrzymujemy

1321
L1090 121 1 3 2
det 5310 =(—1)*2.2.det |1 2 O] +(—D*"™*-1-det|1 1 2
21 2 2 31
0201
=2.(-3)+6=0,
gdyz
12 1]1 2
det 1 2 0|1 2=4+4+0+1—(44+0+4)=5—-8=-3
21 2|21
oraz
1 3 2|1 3
det|1 1 2|1 1=1412+6—(4+6+3)=19-13=6.
2 3 1|2 3

(d) Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a wzgledem drugiegi wiersza, otrzymujemy

0 41 2
Lo 3 o 4 1 2 0 —4 2
det 0 0 3 =(=1)?"1.1-det| 0 0 3|+ (-1)*3.3-det|2 0 3
21 -1 1 —2 -1

1 —2 1 —1

=(-1)-6+4+(-3) - (—28) =—6+84 =78,



gdyz
41 2]-4 1
det| 0 0 3|0 0=0-6+0—(0—124+0)=-—6+12=6
-2 1 —-1(-2 1
oraz
0 4 2|10 4
det{2 0 3|2 0=0-12—-8—(0+0+8)=-20—8=—28.
1 -2 111 -2

21.8 Macierze A i B w podpunktach (a) oraz (c) sa odwrotne wzgledem siebie. Macierze A i B
w podpunktach (b) oraz (d) nie sg odwrotne wzgledem siebie, bowiem

—10] [1 o] [-1 o
3 1| |—2 -3 1 -3

1 =2 [-1 1] [-5 9
-2 4 2 —4| |10 —18]°

21.9 Macierze odwrotne sa rowne:

(4 1] (2 1 (1 1 11
(a) 7 o (c) B 1], (e) B gl, (8) _%4 ﬂ

(3 4] —2 1 1 2 (5 1
® |5 ) @ 1], ® |y 3 ™ |5 ;].

21.10 (a) Oznaczmy rozwazang przez nas macierz symbolem A. Mamy wtedy

12 2]1 2
detA=det|2 1 0{2 1=14+0+4—(2+0+4)=5—-6=—1+£0.
11 1)1 1

Obliczymy teraz dopelnienia algebraiczne macierzy A:

1 0] 2 0] 2 1]
Dy = (—1)% - det =1, Dp=(-1)°% det = -2, Dyz=(—1)* det =1,
11 =(-1)"-de 11 12=(-1)"-de 11 13=(—1)%-de 11
2 2] 1 2] 1 2]
Dy = (—1)3 - det =0, Dyp=(-1)* det =—1, Dy =(—1)°-det =1,
21 =(—1)7-de 11 »n=(—-1)"-de 11 23 =(—1)7-de 11
2 2] 1 2] 1 2]
D3 = (—1)* - det =-2, D3 =(—1)°-det =4, Ds3=(—1)°-det =_3.
31 =(—1)*-de 10 3 =(—1)"-de ) 0 33 =(—1)"-de ) 1
Zatem
1 -2
Ad=10 -1 1],
2 4 -3
skad wynika, ze
.
) ) 1 -2 -1 0 2
ATl = AT = — — = —4].
detA( ) — |0 -1 1 2 1 —4
2 4 -3 -1 -1 3
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(b) Oznaczmy rozwazang przez nas macierz symbolem B. Mamy wtedy

21 112 1
detB=det |5 2 4|5 2=8+28—15—(—-14+24+10)=21—-20=1#0.
73 217 3

Obliczymy teraz dopelnienia algebraiczne macierzy B:

2 4 5 4 [
Dy = (—1)% - det =8 Dp=(-1)3 det =18, Dyz = (—1)* - det
11()932 12()6‘72 13()97
1 1] [0 1] 2
Dy = (—1)% - det =5, Dy =(-1)* det =11, Dy =(—1)° det
21()632 22()672 23()67
1 1] 2 1] 2
D3 = (—1)* - det =6, Dj=(—1)°-det =13, D33 = (—1)°-det
31()624 32()954 33()65
Zatem
-8 18
Bd=|-5 11 ,
6 —13 -1
skad wynika, ze
-
1 1 -8 18 1 -8 -5 6
1 _ aT _ L _ .
B _detB(B ) =1 5 11 1 18 11 13].
6 —-13 -1 1 1 —1
(c) Oznaczmy rozwazang przez nas macierz symbolem C. Mamy wtedy
1 1 2(1 1
detC= 14 3 0|4 3=3+0+16—(1840+4)=19—-22=-3#£0.
3 2 1|13 2
Obliczymy teraz dopelnienia algebraiczne macierzy C:
3 0] 4 0] 4
Dy1 = (—1)% - det =3, D= (-1)?°det = —4, Dy3=(—1)* det
11()621 12()631 13()632
1 2] 1 2] 1 1
Dy = (—1)3 - det =3, Dyp=(-1)* det — -5, Dy =(-1)° det
21()921 22()931 23()92
1 2] 1 2] 11
Dy = (—1)*- det =—6, Dyp=(-1)°-det =8, Ds=(—1)°det
31()630 32()640 33()84
Zatem
3 —4 -1
cd=|3 -5 1],
-6 8 -1
skad wynika, ze
-
1 1 3 4 -1 1 -3 -3 6
1 _ a7 _ L B _ 1 _
_detC(C)_—?) 3 5 1 3 4 5 8.
-6 8 -1 1 -1 1

)
-1,
3
.
-1,
3
.
= 1.
2
el —1’
-1,
=-1.




(d) Oznaczmy rozwazang przez nas macierz symbolem D. Mamy wtedy

1 0 2(1 O
detD= (2 -1 0|2 -1=-24+04+8—-(0+0+0)=6#0.
0 2 2|0 2
Obliczymy teraz dopelnienia algebraiczne macierzy D:
1 0 2 0] 2 -1
Dy1 = (—1)* - det =—2, Dpp=(-1)°det =—4, Dz =(—1)* det =4,
11()822] 12=(=1)7 det| = 13()802]

0 2 1 2] 1 0
Dy = (—1)% - det ) 2] =4, Dy = (—1)* - det =2, Dy =(-1)° det 0 ]:—2,

D3 = (—1)* - det 0 2] =2, Dsgp=(-1)° det ; 2 =4, Dsy=(-1)°det ; 0] =—1.

-1 0 0 —1
Zatem
-2 -4 4
D=4 2 2|,
2 4 -1
skad wynika, ze
-
-2 —4 4 -2 4 2
p-l_ ! (Dd)T—1 4 2 =2 _1 —4 2 4
~ detD 6 6
2 4 1 4 -2 -1

21.11 Niech A i B beda takimi macierzami kwadratowymi (tego samego stopnia), ze A - B = L
Wymnazajgc lewostronnie t¢ rowno$¢é przez macierz B i korzystajac z 1gcznosci mnozenia macierzy,
otrzymujemy (B-A)-B=B:(A-B) =B 1= B.Zdrugiejstrony, skoro A -B =1, to detA - detB =
det(A - B) = detI = 1. Oznacza to, ze det B # 0, a zatem macierz B jest odwracalna. Mnozac teraz
prawostronnie réwnoéc¢ (B-A)-B = B przez B, dostajemy (B-A)-B- B1'=B-Bliw konsekwencji
B-A=LboB-B =1

21.12 Zauwazmy, ze z uwagi na tgcznoéé mnozenia macierzy mamy (A -B) - (B~!-A"1) =A . (B-
B 1)-A"l=A.1-A"! =A.A"! =1 Podobnie mozna pokaza¢, ze (B~ - A~1) . (A - B) = I. Wynika
ztego,ze (A-B) ' =B~ 1. AL

21.13 (a) Mamy

o N I R e I B
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X =

0 i | s B e B
] A N B e B
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(d) Mamy
)(_3—2*1 2 51 [t o] 1t 2] [-2 5] [-1 0
“lo 1| |7 —4| |2 <1 — 3o 3| |7 -4 |21

112 =3 -1 0/  1|-6 3| |2 1
3 (21 —12| |—2 1| 3|3 —12| |-1 4|
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