Rozpziat 20

CALKI

TEORIA

FUNKCJE PIERWOTNA ORAZ CALKOWALNA. Funkcje F nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f na
przedziale [a, b], gdy F'(x) = f(x) dla kazdego x € [a, b] (w przypadku kraricow przedziatu
[a, b], tj. punktéw a i b, rozwazamy tzw. pochodne jednostronne, ktére r6znia sie¢ od ,, zwy-

ktych” pochodnych funkcji tym, Ze w ich definicji zamiast granicy obustronnej wystepuje
granica jednostronna). Funkcje f, dla ktdrej istnieje funkcja pierwotna na przedziale [a, b],
nazywamy catkowalng na tym przedziale.

Uwagca: Funkcja pierwotna nie jest wyznaczona jednoznacznie, tzn. jezeli F jest funkcjq pier-
wotng funkgji f na przedziale [a, b], to funkcja G(x) = F(x) + C, gdzie C jest dowolng stala, jest
takze funkcja pierwotng funkgji f na przedziale [a, b], gdyz G’(x) = [F(x) + C]’ = F/(x) = f(x)
dla x € [a, b].

Carka N1IEOZNACZONA funkdji f nazywamy zbiér wszystkich funkcji pierwotnych tej funkcji

i oznaczamy symbolem [ f(x)dx.

Krasy runkcyt catkowaLNycH. Funkcje ciggte (lub ogélniej takie, ktére majg tylko skoriczenie

wiele punktéw niecigglosci) oraz monotoniczne zdefiniowane na przedziale [a, b] sg catko-
walne. Przykfadem funkgji, ktéra nie jest catkowalna (z uwagi na zbyt ,, duzy” zbiér punktéw
niecigglosci), jest funkcja Dirichleta xg: [0, 1] — R dana wzorem

1, jezelix € [0,11NQ,
Xo(x) = o
0, jezelix ¢ [0,11NQ.

W dalszym ciggu dla prostoty bedziemy zaktada¢, ze rozwazamy jedynie funkcje ciggte.

METODY OBLICZANIA CcALEK. Dla funkcji f i g catkowalnych na [a, b] oraz ¢ € R mamy

r

o |[f(x)+ g(x)ldx = Jf(x)dx + J g(x)dx,

J

r

o [1Fx) — g0oldx = Jf(x)dx - j g(x)dx,

r

e [cf(x)dx =c- Jf(x)dx.

J

Uwaca: Nie ma wzoréw na calkowanie iloczynu i ilorazu funkcji. Nie ma réwniez prostego
wzoru na catkowanie funkgji ztozonych.



Ponizej zebrano podstawowe wzory rachunku catkowego

r r
adx = ax + C, gdzie a € R, sinxdx = —cosx + C,
r Xoc+1 [ )
x*dx = + C, gdzie o« # —1, cosxdx =sinx + C,
J a+1 J
[ dx [ dx
_— = =t C,
J x Infx+C, J cos?x gx+
[ f'(x) [ dx
= =—ctgx+ C,
| %00 dx = In|f(x)| + C, | sin?x g
r *d a” C, gdzi 0i 1 [ dx =arcsinx + C
Ja X_lna+ ,gdziea >0ia#1, | =2 ,
[ X pe [ dX t C
Jedx:e +C, d1+x2—arc gx+ C.

CarkowaNiE PRzEZ czeScl. Jedli funkgje f, g majg pochodne f/, g’ ciagle w przedziale [a, b], to

Jf(X)g/(X) dx = f(x)g(x) — Jf'(X)g(X) dx.

CarkowaNiE PRzEz PODSTAWIENIE. Niech f bedzie funkcjg ciggla okreslong na przedziale [a, b]

oraz niech g bedzie taky funkcjg posiadajacy ciagla pochodng na przedziale [c,d], ze
g(x) € [a,b] dlax € [c, d]. Wtedy

Jf(g(x))g'(x) dx = Jf(t) dt, (%)

przy czym po scatkowaniu prawej strony réwnosci (*) nalezy w wyniku podstawi¢ t = g(x).

PopstawiENIE UNIWERSALNE. W calkach trygonometrycznych mozemy réwniez wykorzystac

tzw. podstawienie uniwersalne. Poniewaz

2tg (3x 1—tg? (3x
sinx = % oraz Cosx = %,
1+1tg* (3%) 1+1tg% (3%)
. 1 : 2dt
podstawiajac t = tg ( EX)/ otrzymujemy x = 2arc tgt oraz dx = 11 jak réowniez
sin 2t oraz cos 1=t
inx = z X = .
1+t2 1+t2

Carka oznaczoNA. Niech F bedzie funkcjg pierwotng dla funkgji f cigglej w przedziale [a, b].

Woéweczas catkg oznaczong z funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy liczbe



b .
INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA CAEKI 0ZNACZONE]. Catka oznaczona falf (x)|dx jest polem
obszaru ograniczonego wykresem funkgdji f, osig OX oraz prostymi x = aix =b.

Y

PoLE oBszarRU POMIEDZY WYKRESAMI FUNKCIJI. Pole obszaru ograniczonego V4 gél’ y Wykresem

funkgji f, z dotu —wykresem funkgji g oraz prostymi x = a i x = b mozna obliczy¢ ze wzoru

[2TF(x) — g(x)]dx.
y A

CALKI NIEWLASCIWE NA PRZEDZIALE NIESKONCZONYM. Zal6zmy, ze f: [a, +00) — R jest funkcjg

calkowalng na kazdym przedziale postaci [a, T]. Jezeli istnieje skoficzona granica

.
dim L f(x)dx, (0)
to nazywamy jq catkg niewtasciwg funkcji f na przedziale [a, +00) i 0znaczamy symbolem

Jﬂo f(x)dx,

a

a funkcje f nazywamy catkowalng na przedziale nieskoriczonym [a, 4-00); tzw. punktem osobli-
wym jest tutaj +oo. W takim przypadku méwimy réwniez, ze catka f:oo f(x)dx jest zbiezna.
Jezeli granica (¢) jest nieskoriczona, badZ w ogoéle nie istnieje, to o calce f:oo f(x)dx méwimy,
ze jest rozbiezna.

Uwaca: Analogicznie definiujemy catke na przedziale (—oo, b].

CALKI NIEWLASCIWE Z FUNKCJI NIEOGRANICZONE]. Niech f: [a,b) — R bedzie funkcjg nieograni-

czong w poblizu punktu b, tzn. istnieje cigg (xn)nen punktéw z przedziatu [a, b) zbiezny
do punktu b taki, ze lim,,_,«|f(xn )| = +00. Zalézmy ponadto, ze funkcja f jest ograniczona
i catkowalna w kazdym przedziale [a, T], gdzie T € (a, b). Jezeli istnieje skoriczona granica

.
lim J f(x)dx, (0)

T—=b" Jq



to nazywamy jq catkg niewtasciwg funkcji f na przedziale [a, b) i oznaczamy symbolem

Jb f(x)dx,

a

funkcje f nazywamy catkowalng w przedziale [a, b), a punkt b nazywamy punktem osobliwym.
W takim przypadku méwimy réwniez, ze catka fz f(x)dx jest zbiezna. Jezeli granica ([J) jest
nieskoriczona, badZ w ogdle nie istnieje, to o catce fz f(x)dx méwimy, Ze jest rozbiezna.

Uwaca: Analogicznie definiujemy catke w przypadku przedziatu postaci (a, b].

Z ADANIA

Zadanie 20.1. Korzystajac ze wzoréw na catki elementarne oblicz:

r N 2
@ [(0-2eese ) a o [0 g
J X J sin®x cos? x
[ 10X8 -+ 3 r dX
f . 2 5 7
) b e ® J sin?x cos2x
r 1 1 . 1
———=1]d oL
o [(5-w) e (5) [sin(5x) i,
r e X .
(d) |e* (1 i ) dx, (h) | ctg®xdx.
J X ]
Zadanie 20.2. Korzystajac ze wzoréw na catkowanie przez czesci lub przez podstawienie
oblicz:
@) [ sinax () [ dx (m) [ 2 ax
J 2 7 g ) X 4 ] X2 ,
r N X
(b) e dx, (h) | 55— dx, ek
Y Jx2+1 (n) i—2 dx,
[ dx N J
(c) | cos5x’ (i) | x2 cos x dx,
r . (O) x3e XdX,
(d) | (3—2x)° dx, G) | ctgxdx, J
J J )
e XlnXdX, k xarct de/ (p) ] € SlnXdX/
g
J J
[ [ cos2x r
f) |1 1 .
® J nxdx, M J sinx cosx e (q) ) arc tgx dx




Zadanie 20.3. Sprowadzajac nastepujace catki do catek postaci J % oraz J

@ |50 @ | %

®) |2 © |2 2ay

© | RaLY (f :%dx,
Zadanie 20.4. Oblicz nastepujace catki funkcji wymiernych:
(b) J” Xngl dx, ®) | %dx,

(©) fxx_gzdx, (h) : (zj_lf dx,

© [ 0 [T

Zadanie 20.5. Oblicz nastepujace catki trygonometryczne:

(a) JP sin?(3x) dx,

(b) Jp(l +2cosx)?dx,
(c) Jr sin®x cos® x dx,
(d) JP sin x cos® x dx,

(h)

@ |

® |

J sin?x

sin® x dx,

cos* x dx,

[ cos®x

dx,

dx

J sin(2x)’

(8)

M

J

oblicz:

dx
ie
dx
x2 +4x + 5’
dx

V3 —2x —x2

dx
Viax —x2

3x24+2x + 1
(x +1)2(x2+1)

X,

dx
x2 —2x’

dx

X4_X2’

sin(3x) cos x dx,

cos(5x) cos(7x) dx,

2 +sinx
sinx(1 + cosx)

COS X
1+ cosx

Zadanie 20.6. Oblicz pola obszaréw ograniczone krzywymi o réwnaniach

(a) flx) =xig(x) =x

(b) f(x) =x*ig(x) =vx,
(c) f(x) =x%ig(x) = 4x,
(d) f(x) =x*ig(x) =x°,

(e) f(x) =—x2+4xig(x) =x,

(f) f(x) =x—x%ig(x) =2x* —2x

(g) f(x) =x*ig(x) =4x—x?

2

(h) f(x) =2—2x*ig(x) =x>—1,

(i) f(x) =sinxig(x)

(j) f(x) =sin2xig(x) =sinxna [0, Z].

=2xdlax >0,

7T

3



Zadanie 20.7. Oblicz nastepujace catki niewtasciwe:

@ | S @[ %

©[ "% ® [ s
(oo 0

(d) J: %, (h) u;\/%,

x sin xdx,

e *sin xdx,

(k) )

0 2x

———dx.
Jos X +1

©)

Zadanie 20.8. Prawdopodobieristwo, ze czastka gazu o temperaturze T ma predkos¢ v dane

jest rozktadem Maxwella o gestoSci

1T1.V2

3
_ LU T
f(v) _471(271kT> voe 2T

dlav >0,

gdzie k jest stala Boltzmanna, a m — masg czasteczki gazu. Znalez¢ predkosc Srednig czastki

vf(v) dv.

+o00
Vg = J
0

Uwaca: Matematycznie predkosé érednia czastki jest wartoscig oczekiwang rozktadu (praw-

dopodobienistwa) Maxwella.

ODPOWIEDZI
20.1 Korzystajac ze wzoréw na catki elementarne mamy:

< —2xX>+5+ >dx-i4

(10x% +3
x4

r

2
x> 4+5x +Inlx|+ C,

(@) -

(b)

J

(5
Jo (-

r

dx J(le +3x Hdx=2x>—x3+(,

—4x% + C,

> x P ox z)dx:Zx%

)

2
cos® —sin” x
dx J

1
(e —x2)dx=e*+-+C,
X

o[

CoS 2x

2

) sin2x cos2 x sin? x cos2 x sin“ x

[ dx sin®x + cos? x
f = dx = dx+J
® J sin?x cos? x J sin? x cos? x J cos? x sin? x
1 1 1 1 .

(g) d sin (2 )dX—J<22COSX> dx-ix—ismx+C,
r 2 _ qin?

(h) Ctgzxdx:Jcoszxdx:Jlslznxdx:J 5
J sin“ x sin“ x sin“ x

cos2x

dx = —ctgx —tgx + C,

dx =tgx —ctgx+C,

dx—Jldx:—ctgx—x—i—C.



20.2 (a) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy:

1
X t=x x
Jsinzdx: . :JZSintdt:—Zcost:—Zcosz+C.
dtzzdx

(b) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy:

t=—3x
Je?”‘dx: :—1Jetdt:—1et:—1e3"+€.
dt = —3dx 3

(c) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy:

J dx ¢ t=5x _1J dt 1
cos?5X {4t — 5dxi O

1
=—tgt=_-tgh C.
cos?t 5Bt T 5 BT

(d) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy:

t=3—2x

1 1
J(3—2x)5 dx = ZJt5dt:—12t6:—12(3—2x)6+C.
dt = —2dx

(e) Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czeSci mamy:

f(x) =Inx f'(x) =
Jxlnxdx:

o'(x)=x  glx)= 2o

1, 1 1, 1,
—2x Inx Zdex—zx Inx 4x + C.

(f) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci mamy:

Jlnxdx: f(x) =Inx f'(x)=
g'(x) =1 g(x) =

:xlnx—Jldx:xlnx—x—i—C.

(g) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy:

Inx t=Inx 1 1
de: , :Jtdt:2t2:21n2x+C.
x dt = —dx

(h) Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez podstawienie mamy:

t=X2+1 111 1 1
sz x = :J,dtzlnltlzln(xz—l—l)—l—(ﬁ.
x+1 dt = 2xdx 2/t 2 2



(i) Korzystajac dwa razy ze wzoru na catkowanie przez czeéci mamy:

szcosxdx: ZXZSinx—Zstinxdx

= :xzsinx—i—Zxcosx—ZJcosxdx
g'(x) =sinx  g(x) = —cosx

=x%sinx + 2x cosx — 2sin x + C.

(j) Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez podstawienie mamy:

t =sinx 1
Jctgxdx:JC(_)Sde: :Jdtzlnltlzlnlsinxl—i—C.
smx dt = cos xdx t

(k) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci mamy:

1
f(x) =arctgx f'(x) = 55— 1 1 2
Jxarctgxdx: x=+1 :xzarctgx—J'Zde
, 1, 2 2)x2+1
o'(x) =x glx) = 5
1, 1 1 1 1, 1 1
= 5X arc tgx 2de+2jx2+1dx_2x arc tgx 2x+2arctgx+C.

(1) Korzystajagc dwukrotnie ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy:

2 (2 .

cos 2x Cos” X — sin” x Cos X sinx

—dx=| ———dx=| —dx — dx
sin x cos x sin x cos x sinx cos X

t=sinx Yy = cosx 1 1
= :J,dt+J,dy
dt = cosxdx dy = —sinxdx t Y

= In|t| + Inly| = In|sin x| 4 In|cos x| + C.

(m) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci mamy:

1
f(x) =lnx f'(x)=-—-
1 1 1 1
Jzzxdx: 1 Xl :—Xlnx—l—szdx:—lnx——l-C
gl(x):? Q(X):—;
(n) Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez podstawienie mamy:
ex t=2 1
J'x2dX: Xl :—Jetdt: et:_e;—'_c-
dt = ——dx



(o) Korzystajac trzykrotnie ze wzoru na catkowanie przez czesci mamy:

f(x) = x° f(x) = 3x2
Jx3e_xdx: ,() ) B :—x3e_"+3sze_xdx

= 8= —x3e X —3x%e X +6 Jxe" dx

— 3= —x3e X —3x%e X —6xe X+ 6 J e *dx

=-—x3e ™ —3x%e X —6xe X —6e ¥+ C.

(p) Korzystajac dwukrotnie ze wzoru na catkowanie przez czesci mamy:

.[eX sinxdx = fo) =¢” Fo) = e* = —e*cosx + J e* cosxdx
g’(x) =sinx  g(x) = —cosx
f(x) = e~ f'(x) =e*

= :—excosx~|—exsinx—Jexsinxdx.

Stad

1
Jex sinxdx = Ee"(sinx—cosx) +C.

(q) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci oraz catkowanie przez podstawienie mamy:

1
f(x) =arctgx f'(x) = ——

Jarctgxdx: () & (x) 1+x2 :xarctgx—Jde2
’ 14x
g'(x)=1 glx) =x
t:1+X2 101 1

= :xarctgx—Jdt:xarctgx—lnItI
dt = 2xdx 2)t 2

1
=xarctgx — Eln(l +x2)+C.

20.3 (a) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy

J dx _1J dx
94+x2 9 1+(§)2_

(b) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy

,_..
|

—1Jdt—1arct t—larct E—|—C
T3 )1y MBIz T

Q.
-+
I

Wik WX
Q.
x

. . X
= arcsint = arc s1n§ + C.

x
J dx _1J’ dx B 2 _J
Va—x2 2 1— | )2_ 1 1—1t2
2



(c) Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez podstawienie mamy

X
[Bax _1f dax 77 2 = b= Loy ¥
X+d 4) (221 3 Telire eI T My T

2 dt = “x*dx
2

(d) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy

e
dex 1J xdx {3 1J dt
3—x* V3 (22 2] Vi

* 1 (\/5) dt:ixdx

V3

1 ) 1 X2
= —arcsint = = arcsin — + C.

2 2 V3

(e) Korzystajagc dwukrotnie ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy

2
JSX—ZdX_JSXdX_lj ax (9T
xX2+4 7 Jx2+4 2] (3)P2+1

dx

NI~ N xR

dy = 2xdx dt

_5(dy dt 5 5, N
_ZJy J1+t2_21nly| arctgt—zln(x +4) arctg2+c,

(f) Mamy

2 d
szﬂ_ldx—Jldx—szil—x—arctgx—l—C.

(g) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy

J dx J dx t=x+2
(

t
X2 +4x 15 XF2211 gy 1dx J1+t2 arctgt = arctg(x +2) +

(h) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy

1
J dx [ dx _1J dx _ tzi(x+1)
V3—2x —x2 | — 22 il
3—2x —x Vi—(x+1) 1 (xf1)2 dt:%dx
[ dt , 1
= T :arc51nt:arcsm§(x+1)+C.
(i) Korzystajac ze wzoru na caltkowanie przez podstawienie mamy
1
J dx _J dx _1J ax ¢ T2
2 _ — 72 E ) o
Viax —x 4— (x—2) 1—(%2)2 dtzldx
2
dt , 1
:J 0 :arcs1nt:arcsm§(x—2)+C.

10



20.4 (a) Poniewaz
1 _1

25 x—5 ' x+5

wiec

dx 1 dx 1 dx 1 x—5
- = - = — Infx — ——1 .
J 25 10Jx—5 10Jx+5 10nlx 2l nbet 5= g5 In 5'+C
(b) Korzystajac z catkowania przez postawienie mamy
3 3 t=x*
X X dt
J dx:de: :J.
x8 —1 (X4)2 —1 dt = 4X3dX 4)t2-1
Ale ) )
1 2, 3
-1 t—1 t+1
Stad
dt 1(dt 1 dt 1 1 1 t—1
J —1_2Jt—1_2Jt+1 gt == g It dl =3 Inlmg )
a zatem 3 .
1. |x*—1
Jx —i =g 't—i—l =g/ x4+1‘+c'
(c) Mamy
x3 x> —-8+8 (x —2)(x% + 3x +4)
Jx—ZdX_J—Z dx-J — dx+JX_2dx

d 1
:J(x2+2x+4)dx+8jx_x2 :§X3+xz+4x+8ln\x—2|+C.

(d) Korzystajac ze wzoru na calowanie przez podstawienie mamy

x4 x* — 81+ 81 (x* —9)(x*> +9) 81dx
dx = | ———dx = d
Jx2+9 J X249 XJ 2+ 9 XJFJ><2+81
X
dx t=3 1 dt
—J( 9)dx+9J = = —x3—9x+27J2
(x2) 1 3 1+t
3 dt = —dx
3
1, 1, X
==X —9X—i—27arctgt:§x —9x+27arctg§+C.
(e) Mamy
x> x2(x3 —8) + 8x2 2 8 [ 3x? 1, 8
= = ———dx == ~Inx3 — )
Jx3—8dx J 3-8 dx = J dx+3Jx3—8dX 3x +3n|x 8|+ C
(f) Poniewaz
x—4 2 N -1
(x—2)(x—3) x—2 x-3
wiec
x—4 2 dx (x —2)?
= _dx=| ——dx— =2Injx—2|—Injx — 3| =1 ,
J(X—Z)(X 3)dx Jx—ZdX Jx—3 n|x | — In|x — 3| n|x_3| + C

11



(g) Poniewaz
2x +7 3 -1

24+x—2 x—1 +X+2’

wiec

2x +7 dx dx Ix — 1P
———dx =3 -1 =3Inlx—1]-1 2=1 C.
Jx2+x—2 x Jx—l Jx—i—Z nix — 1 —Inx+ n\x+2| +

(h) Zauwazmy, ze (x + 12 =1 =x[(x+1)2+ (x + 1) + 1] = x(x? + 3x + 3). Stad

(x+12,  [(x+1P—-1+1, [x*+3x+3 dx
sz—de_J x(x —1) dX_J x—1 dX+Jx(X—1)'

Dla uproszczenia wprowadZmy nastepujgce oznaczenia

dx
x(x—1)°

J’x2+3x—|—3
L= ———
x—1

dx oraz I ::J

Obliczymy teraz catke I;. Mamy

2 _ _ _
Il_JX X+4X+3dX_JX(X 1)dX+J'4xX_41—|—7

dx
x—1

dx—dex+4de+7J

x—1
1,
:EX +4x +7In|x — 1| + C.

Przejdziemy teraz do obliczenia catki I. Poniewaz

1 11
x(x—1) x x—1"
wiec
Izz—de—FJ dx = —In|x| +InjJx — 1] + C.
X x—1
Zatem 3 g
1 1 1 —1
J(X+ ) dx = =x®> +4x + 8Injx — 1] — In|x| = =x* + 4x + In x—1l + C.
x2 —x 2 2 x|
(i) Zauwazmy, ze x> — 3x? +x = x(x2 — 2x + 1) = x(x — 1)%. Poniewaz
2x2—5x+1 1 1 -2
=>+ +

X¥—2x2+x x x—1 (x—12

J2X2_5X+1dX_JdX+J dx _ZJ dx
x3—2x24+x | x x—1 (x —1)2

2 2
=Injx| +Inlx — 1| + —— =Injx(x = 1)| + — + C.
x—1 x—1

wiec

(j) Zauwazmy, ze x> + x> +4x +4 = x*(x + 1) + 4(x + 1) = (x + 1)(x* + 4). Poniewaz

2 +x+4 1 LX
B+ x2+4x+4 x+1 x2+4
wiec
2x* +x+4 dx 1 2x 1. 5
=] ——+ - | ——dx =1 11+ =1 4
Jx3+x2+4x+4 X Jx+l+2Jx2+4 x = Infx + |+2n(x +4)
=In(lx + 1[v/x2 +4) + C.

12




(k) Poniewaz

3x*+2x+1 -1 Lo xHl
(x+12(x24+1) x+1 (x+1)2 x2+17
wiec
J 3x2 4+ 2x + 1 J dx J dx Jx+1
X =— + dx
(x +1)2(x2 +1) x+1 (x +1)2 x2+1
N x+1 2)x24+1 1+x2

1 1
:—1n|x+1\—Xi+§ln(x2+l)+arctgx+C

+1
Vx2 41

—1 -
n Ix + 1] x+1

+arctgx + C.

(1) Poniewaz

1 _ 2, 3
x2—2x x x—=2/
wiec
dx 1(dx 1 dx 1 1 1. |[x—2
—_— | —+= =—=1 ~Injx—2|= =1 .
Jx2—2x 2Jx+2jx—2 5 I+ 35 Infx=2/=7In ‘JFC
(m) Zauwazmy, ze x* —x? =x2(x*> — 1) =x2(x — 1)(x + 1) oraz
1 0o -1 —3 3
e el o =T
x*t—x X X x+1 x-—1
Zatem
dx dx 1 dx 1 dx 1 1 1 1 1, |x—1
—_— == —-= - =-—_1 +zInx—1==-+ =1 .
Jx”fxz sz 2Jx+1+2jx1 X 2n|x+|+2n|x | x+2nx+1‘+c
(n) Zauwazmy, ze x* —1= (x> —1)(x>+1) = (x —1)(x + 1)(x*> + 1) oraz
1 _ i .-,
x4—1_x—1+x+1+x2+1'
Zatem
de _1J dx _1J dx _1J dx
xt—1 4)x—1 4)x+1 2)x2+1
1 1 1 1 —1 1
:41n|x—l|—41n|x+1|—2arctgx:4111z+1‘—2arctgx+C.

20.5 (a) Korzystajac z tozsamosci sin?3x = %(1 — cos 6x) oraz ze wzoru na calkowanie przez podsta-

wienie mamy

s 1 1 t=6x 11
sin (3x)dx:§ dx—i cos 6xdx = =5%" 15 cos tdt
dt = 6dx
1 1 . 1 1 .
zix—ﬁsmt—ix—ﬁsm&c—kC.

13



(b) Korzystajac z tozsamosci cos® x = %(1 + cos 2x) oraz wzoru na catkowanie przez podstawienie
mamy

J(1 +2cosx)?dx = J(1 +4cosx + 4 cos® x)dx = de+4Jcosxdx+2de+zjcoszxdx

t=2x
= :3x+4sinx+Jcostdt:3x+4sinx+sint
dt = 2dx

= 3x +4sinx +sin2x + C.
(c) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy

t =sinx
Jsmzxcos3 xdx = Jsinzx(l — sin®x) cos xdx = = Jtz(l —t2)dt

dt = cosxdx
1 1 1 1
= J(tZ —thHdt = 5t3’ — gtS =3 sin®x — E sin’x + C.
(d) Korzystajac z tozsamosci sin 2x = 2sinx cosx oraz sin®2x = (1 — cos 4x) a takze catkowania
przez podstawienie mamy

1 1 1 t =4x
Jsm2 x cos? xdx = — Jsim2 2xdx = 3 de — = Jcos dxdx =

4 8 dt = 4dx

1 1 1 1 . 1 1
—8X—32Jcostdt—8x—32$mt—8x—3zsm4x—|-C.

(e) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci oraz catkowanie przez podstawienie mamy

s f(x) =sin*x  f/(x) = 4sin® x cos x . 3 5
Jsm xdx = = —sin xcosx+4Jsm x cos” xdx
g’(x) = sinx g(x) = —cosx
t =cosx
= —sin*x cos x +4J(1 — cos? x) cos? x sin xdx =
dt = —sinxdx

= —sin*x cos x —4[(1 — t2)t?dt = —sin* x cos x —4J(t2 —thHdt

4 4 4 4
4xcosx— ft3 + ft5 = —sin4xcosx— fcos3x+ —C055x+ C.

- s 3V 5 3 5

(f) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czeéci oraz podpunktu (d) mamy

f(x) =cos®x  f'(x) = —3cos? xsin x )

J cos* xdx = =sinxcos®x + 3 J sin? x cos® xdx

g'(x) =cosx  g(x) =sinx

3 3
3x — —sindx + —x + C.

= SIN X COS 32 3

14



(g) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy

3 1 — sin? t=sinx 112
JC?iXdX::J( s§1;)aﬁxdxz ::J 5—dt
sin” x sin” x dt = cos xdx t
1 1
:J'(t—z—l)dt:——t:—sinx—'+C
t sinx

(h) Korzystajac z tozsamosci sin 2x = 2 sin x cos x mamy

X
COS X 2

sin(2x)

2 sin x cos x 2 sinx

J dx Jsin2x+coszxd 1Jsinxd 1JcosxClx
~Inlcos x| + & Insinx| = > Inltg x| + C
=—=In ~Inlsinx| = - In .
5 Injcos x|+ 5 Inisin x| = = Injtg x
(i) Korzystajac ze wzoru na sume sinuséw oraz wzoru na catkowanie przez podstawienie mamy
. 1(, . . 1 1
sin 3x cos xdx = 5 (sin4x 4 sin2x)dx = ~3 cos4x — 1 cos2x + C.
(j) Korzystajac ze wzoru na sume cosinuséw oraz wzoru na calkowanie przez podstawienie mamy
1 1 . 1.
cos 5x cos 7xdx = 5 (cos 12x + cos 2x)dx = 54 SN 12x + 2 sin 2x + C.

(k) Korzystajac z podstawienia uniwersalnego t = tg 5 mamy

J’ 2 +sinx

t24+t+1 ) 1,
= ——dt=|(t+t 1)dt = =t Inft| +t
sinx(1 4 cosx) x J t J( + +1) 2 + Inft +

1 -,x X X
(1) Korzystajac z podstawienia uniwersalnego t = tg 5 mamy

COs X 1—t2 2+1-2 dt
—  dx=|—Z>dt=—| ———-—"dt=—|dt+2 | ——
Jl+cosxX J1+t2 J 2 -1 J + Jt2—|—1

X X X
=—t+2arctgt= —tgi —|—2arctg<tg§> :x—tgi +C.
20.6 (a) Poréwnujac wzory funkgji fi g, wyznaczymy punkty przeciecia tych krzywych. Mamy x = x2,
czyli x(x — 1) = 0. Krzywe f i g przecinaja si¢ wigec w punktach o odcietych x = 0 oraz x = 1. Stad pole
obszaru ograniczonego tymi krzywymi wynosi (por. rysunek ponizej)

1 1
1 1 1 1 1
Jo(x x7) dx [Zx 3x]0 53 ¢
Y, g
f

P

15



(b) Zaczniemy od wyznaczenia punktéw przecigcia krzywych o réwnaniach f(x) = x? oraz g(x) = /x.

Réwnanie x*> = /x réwnowazne jest rownaniu x* —x = 0, skad wynika, ze x(x3 —1) = 0. Zatem
krzywe f oraz g przecinajg si¢ w punktach o odcietych x = 0 oraz x = 1. Stad pole rozwazanego

obszaru wynosi (por. rysunek ponizej)

(c) Zaczniemy od wyznaczenia punktéw przeciecia krzywych f(x) = x3 oraz g(x) = 4x. Réwnanie

4x = x3 réwnowazne jest réwnaniu x(x> — 4) = 0, skad wynika, ze krzywe f oraz g przecinaja sie w
punktach o odcietych x = —2, x = 0 oraz x = 2. Poniewaz obszar ograniczony krzywymi f i g jest
Srodkowo symetryczny wzgledem punktu (0, 0), jego pole wynosi (por. rysunek ponizej)

2

2
P :2J (4x—x3)dx:2[2x2—1x4} =8.
0 4 0

y f
g
_2 i
| 2 X
(d) Zaczniemy od wyznaczenia punktéw przecigcia krzywych f(x) = x? oraz g(x) = x*. Réwnanie
x?> = x® réwnowazne jest réwnaniu x?(x — 1) = 0, skad wynika, ze krzywe f oraz g przecinajg sie

w punktach o odcietych x = 0 oraz x = 1. Stad pole obszaru ograniczonego krzywymi f i g wynosi

(por. rysunek ponizej)

1 1
1 1 1 1 1
P 2 Bdx = |23 24| =2t L
L(X X Jdx [3X 4],73 1 12
Y, f
g
1 x
e) Zaczniemy od wyznaczenia punktéw przeciecia krzywych f(x) = —x? 4 4x oraz g(x) = x. Réwna-
y y p p € ywy

nie —x? + 4x = x rtéwnowazne jest réwnaniu x> — 3x = 0, czyli x(x — 3) = 0. Zatem krzywe f oraz g
przecinaja si¢ w punktach o odcigtych x = 0 oraz x = 3. Stad pole obszaru ograniczonego krzywymi f

i g wynosi (por. rysunek ponizej)

=2 .2742.9=2
3

r 1 3 9
0 3 2‘

3 3 1 3
P= J (—x? + 4x — x)dx = J (—x? + 3x)dx = |:—X3 +=x2

16



3 x

(f) Zaczniemy od wyznaczenia punktéw przeciecia krzywych f(x) = x — x? oraz g(x) = 2x?> — 2x.
Réwnanie x — x? = 2x? — 2x réwnowazne jest rownaniu 3x? — 3x = 0, czyli x(x — 1) = 0. Zatem krzywe
f oraz g przecinajg sie¢ w punktach o odcietych x = 0 oraz x = 1. Stad pole obszaru ograniczonego
krzywymi f i g wynosi (por. rysunek ponizej)

1

! 3 '3
P:J (x—x2—2x2+2x)dx:J (3x —3x%)dx = {—xz—x3] 25—1:7.

0 0

Y,

(g) Zaczniemy od wyznaczenia punktéw przeciecia krzywych f(x) = x? oraz g(x) = 4x—x2. Réwnanie
x? = 4x — x? rGwnowazne jest réwnaniu 4x — 2x> = 0, czyli 2x(x — 2) = 0. Zatem krzywe f oraz g
przecinaja sie w punktach o odcietych x = 0 oraz x = 2. Stad pole obszaru ograniczonego krzywymi f

i g wynosi (por. rysunek ponizej)

2
P:J (4x—x2—x2)dx:J
0 0

7 5

(h) Zaczniemy od wyznaczenia punktéw przecigcia krzywych f(x) = 2 — 2x? oraz g(x) = x> — 1.
Réwnanie 2 —2x? = x> — 1 réwnowazne jest rownaniu x> —1 = 0, czyli (x+1)(x—1) = 0. Zatem krzywe
f oraz g przecinaja si¢ w punktach o odcietych x = —1 oraz x = 1. Stad pole obszaru ograniczonego
krzywymi f i g wynosi (por. rysunek ponizej)

1

(3 —3x%)dx = [3x—x3} =B-1)—(-3+1) =4
—1

1

1
P:J (2—2x2—x2+1)dx:J
-1 -1

17



RANIAN

f

(i) Zauwazmy, ze funkcje f(x) = sinx oraz g(x) = 2x przecinaja si¢ w punktach o odcigtych x = 0
oraz x = 5. A zatem pole obszaru ograniczonego krzywymi f i g wynosi (por. rysunek ponizej)

i 2 1,]? 1
P:J <sinx—x>dx:[—cosx—x2] :——~7T——|—1:1—Z[.
TT T | T 4 4

Y, g
f

I
I

I

I

I

I

.
e X
2

(j) Wyznaczymy punkty przecigcia funkdji f(x) = sin 2x oraz g(x) = sin x lezace w przedziale [0, 5].
Réwnanie sin 2x = sin x jest rtownowazne réwnaniu sin x(2 cos x — 1) = 0. Skad otrzymujemy x = 0

oraz x = 7.
sinus i kosinus przecinajg si¢ w dwéch punktach o odcigtych réwnych x = 0ix = 7. Zatem pole

obszaru ograniczonego krzywymi f i g wynosi (por. rysunek ponizej)

jus

P= r (sin 2x — sin x) dx.

0
Poniewaz
t=2x 1 1 1
Jsin2xdx: :Jsintdt:—COStZ—COSZX—i-C,
dt=2dx¢ 2 2 2
mamy
1 5 T 1 2m 1 1 1 1 1
P= [—ZCOSZX—FCOSX]O = (cos3—2cos3)—<cosO—2coso> —5—1—1—1—1—5—1.
Yy,
f
' \¢
f X
3

20.7 (a) Poniewaz dla dowolnego T € (0,1) mamy

1 1 1
dx 1 3 2 3 3 _2
[ 77d g —x3 :7—7-T7
L\%Z JTX o [ Xs] 2 2
wiec

0 VX To0t )T X To0r\2 2 2
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(b) Poniewaz dla dowolnego T € (0, 16) mamy

16 16 16

d

J 747( _J X_ZdX—|:4X‘11:| :8_4']'%,
T VX3 T

wiec

16 16
dx ) dx _ N
Jy v =, |, s = (= -

(c) Poniewaz dla dowolnego T > 1 mamy

T T
dx » 1 7 1 1
e dx = [—= _ i
L X LX =l h =37 5w

1 x4 gk et 1 x4 Tr%e\3 3T T 3

(d) Poniewaz dla dowolnego T > 1 mamy

wiec

T T
| 5= tax = )] <2t -2
1 VX h
wiec
+o00 T
J X im J X i (2T% —2) = +o0.
1 \/;C T—+00 )7 VX T+

(e) Poniewaz dla dowolnego T € (0,1) mamy
1 1
dx -2 —171 -1
sz :L" dx =[]y =T -1
wiec

1 1
J d—);: lim J %: lim (Til—l)z—i-oo.
0 X T—0*

(f) Poniewaz

wiec

1 T
J xde dexzhm[_\/@]g:nm(l—ﬁ):l-

= lim
0V1I—x%x%2 T=1"Jg V1—%x2 T—=1- T—1-

(g) Poniewaz dla dowolnego T < 0 mamy
0
L 131_);2 = [arc tgx](.)r = —arctgT,

wiec

JO _dx lim JOdX lim (—arct T)*E
o THX2 TSt 14%2 Toinfry 81 =7
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(h) Poniewaz

dx t=1+3x 17dt 2. 2
= = | —==Zt2=V1+3x+C,
J\/l—i—Sx dt — 3dx 3J T 3 3

wiec

JO X im Jodx— lim [2\/1+3x]0— lim <—2\/1+3T>—2
—3 v1+3x _TH,%Jr TV1+4+3x _T%,%Jr 3 B ,§+ 3

(i) Poniewaz

wiec

+o00 T T
1 1 1 1
J xe Xdx = lim J xe ¥dx = lim [—e_"z} = lim (—e_T2> = -,
2° ], T Tote\2 2

(j) Poniewaz

f(x) =x f'(x) =1
stinxdx: :—xcosx—l—Jcosxdx:—xcosx+sinx+C,
g’'(x) =sinx g(x) = —cosx

wiec dla dowolnego T > 0 mamy

-
J x sin xdx = [—xcosx + sinx}g =—TcosT+sinT.
0

Zauwazmy jednak, ze granica

Iim (—TcosT+sinT)
T—+4o0

nie istnieje. Istotnie dla &, = 2n7m mamy

Iim (—&,cosén +siné,) = lim (—2nm) = —oo,
n—-+oo n—-+oo

podczas gdy dlan, = 7+ 2n7t mamy

lim (—mpn cosnn +sinn,) = 7T+ 2n7) = +o0.

lim (
n—-+o0 n—-+o0
Tym samym stwierdzamy, ze catka niewtasciwa

—+00
J x sin xdx
0

jest rozbiezna.

(k) Poniewaz

flx) =e * f'(x)=—e %

J e *sinxdx = =—e *cosx — J e * cosxdx
g'(x) =sinx g(x) = —cosx
flx) =e * f'(x)=—e %

= =—e Xcosx —e *sinx — J e *sinxdx,



wiec

J e *sinxdx = —e *(cosx + sinx) — J e *sinxdx.
Stad
1

Je" sin xdx = —Ee*"(cosx +sinx) + C.

A zatem
+o00 T 1 T
J e “sinxdx = lim J e “sinxdx = [—e"(cosx + sin x)}
0 T—+o00 Jo 2 0
. 1 1 + . _
= Tgngoo [2 —5¢ (cos T + smT)} =5
gdyz
0 lim |e "(cosT+sinT) 2 lim e ' =0.

T—+o0 T—+4o0
(1) Zauwazmy, ze (x> + 1)’ = 2x, a wiec dla dowolnego T < 0 mamy

0

2X 2 0 2
Jednakze
lim —In(T?>+1) = —o0,
T——o0
co dowodzi, ze catka niewlasciwa
JO x4
|

jest rozbiezna.

20.8 WprowadZmy nastepujace oznaczenia

3

m m \?
A= M oraz B = 4T[<27'[k'—l—> .

Wtedy
f(v) =Bve ™ dlav 0.
Mamy
5 t=—AV? B
Jvf(v)dv = JBv?’eA" = = Jtetdt
dt = —2Avdv 2A
git)=t g'(t)=1 B B
= =533 et—zjetdt—Zet(t—l)
h/(t) — et h(t) — et ZA 2A ZA
B
= —ﬁe_sz (AVZ + 1) C.
A zatem
00 T B ) T
‘L vfhﬂdv::nghoﬁ)vfhﬂdv::TEHLO{—ZAgeAV(Ay24—1@O
B B 2 B
— 1 22 AT AT2 1 -
TE?w{2A2 et | +')} 2A2’
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gdyz
lim —

= lim =—=0;
Totoo eAT? ’

= lim ——— S
0 To400 2ATeAT?  TSiw eAT? oo

AT2+1__[a1 H O 2AT 11

symbolem H ozaczyliSmy réwno$¢ wynikajaca z reguly de 'Hospitala. Tym samym Srednia predkos¢
czastki wynosi

3
B < m )2 4K2T2 8kT
Vgr = =4n : =

2A2 27k T 2m2 ~ V mn’
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