Rozpziat 19

PocHODNE

TEORIA

PocHopbna runkcyi. Niech funkcja f bedzie okreSlona w przedziale otwartym zawierajagcym

punkt a. Pochodng funkcji f w punkcie a nazywamy skoriczong granice (jezeli istnieje)

fa) :Einm f(a+h}1—f(a).

O funkgji, ktéra ma pochodng w punkcie a méwimy réwniez, ze jest ona rézniczkowalna w
punkcie a.

FUNKCJA ROZNICZKOWALNA NA PRZEDZIALE (a, b). Jedli funkcja f ma pochodng w dowolnym

punkcie przedziatu (a, b), to méwimy, ze jest ona rézniczkowalna na przedziale (a, b).

PocHopNa FUNKCT f, rézniczkowalnej na przedziale (a, b), nazywamy funkgje f', ktéra punk-

tom x € (a,b) przyporzadkowuje wartosé pochodnej w tych punktach 4. f'(x).

PocHODNE wyzszycH RZEDOW. Zalézmy, ze funkcja f jest r6zniczkowalna na pewnym prze-

dziale. Jezeli jej pochodna f’ tez jest r6zniczkowalna, to pochodng pochodnej, czyli (f')’,
nazywamy drugg pochodng (lub pochodng rzedu drugiego) funkgji f i oznaczamy symbolem f”.

Pochodng trzeciego rzedu z funkgji f definiujemy jako pochodng z drugiej pochodnej (f”)’ i ozna-
czamy f"’; do oznaczenia pochodnej trzeciego rzedu funkgcji f uzywamy réwniez oznaczenia
(3. Opisang procedure mozemy kontynuowaé, otrzymujac pochodne wyzszych rzedéw f(™).

ZWIAZEK ROZNICZKOWALNOSCI I CIAGLOSCI FUNKC]L Jezeli funkcja f: (a,b) — R jest rézniczko-

walna w punkcie ¢ € (a, b), to jest w tym punkcie ciggla. Odwrotna implikacja nie zachodzi;
funkcja x — x| jest ciagta w punkcie ¢ = 0, ale nie jest w tym punkcie r6zniczkowalna.

Przyktadem funkgji, ktdra jest ciggta i nier6zniczkowalna w zadnym punkcie jest tzw. funkcja
Weierstrassa f: R — R zadana wzorem

f(x) = Z a™ cos(b™mx),
n=0

gdzie a € (0,1), b jest liczbg catkowitg nieparzystg oraz ab > 1 + 37



Monotoniczno$¢ runkcyt I Niech f bedzie funkcjg rézniczkowalng na przedziale (a, b).

o Jezeli f’(x) > 0dlax € (a,b), to funkcja f jest rosngca w przedziale (a, b).
o Jezeli f'(x) = 0dlax € (a,b), to funkcja f jest funkcjq stata w przedziale (a, b).

o Jezeli f'(x) < 0dlax € (a,b), to funkcja f jest malejaca w przedziale (a, b).

Monotoniczno$¢ runkcyt II. Niech f bedzie funkcjg rézniczkowalng na przedziale (a, b).

e Funkgja f jest niemalejgca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) > 0 dlax € (a,b).

e Funkcja f jest nierosngca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) < 0dlax € (a,b).

EksTREMA LOKALNE. Méwimy, Ze funkgja f: (a,b) — R osigga w punkcie ¢ € (a, b)

o maksimum lokalne, gdy dla wszystkich x nalezacych do pewnego przedzialu otwartego
zawierajacego punktu c zachodzi f(c) > f(x),

o minimum lokalne, gdy dla wszystkich x nalezacych do pewnego przedziatu otwartego
zawierajgcego punktu c zachodzi f(c) < f(x).

WARUNEK KONIECZNY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO. Niech f bedzie funkcjg r6zniczkowalng

na przedziale (a, b). Jezeli f ma w punkcie ¢ € (a, b) ekstremum lokalne, to f'(c) = 0.

Okazuje sie jednak, ze warunek konieczny istnienia ekstremum nie jest warunkiem wystar-
czajgcym. Istotnie, funkgja f(x) = x® spetnia warunek konieczny w punkcie ¢ = 0, gdyz
f’(x) = 3x?, lecz w punkcie ¢ = 0 funkgja f nie ma ekstremum lokalnego.

WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 1. Niech f bedzie funkcjg réznicz-

kowalng w pewnym przedziale otwartym zawierajagcym c oraz niech f'(c) = 0. W punkcie c
funkcja f ma

e minimum lokalne, gdy istnieje takie 6 > 0, ze f'(x) < 0dlax € (c —$,c) oraz f'(x) > 0
dlax € (¢,c+9),

e maksimum lokalne, gdy istnieje takie 6 > 0, ze f'(x) > 0dlax € (c —§,c) oraz f'(x) < 0
dlax € (¢, c+96).

WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 2. Niech f bedzie funkcjg dwukrot-

nie rézniczkowalng w pewnym przedziale otwartym zawierajgcym c oraz niech f'(c) = 0.
e Jezeli f”(c) > 0, to funkcja f ma w punkcie ¢ minimum lokalne.

o Jezeli f"(c) < 0, to funkcja f ma w punkcie ¢ maksimum lokalne.



WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM LOKALNEGO 3. Niech f bedzie funkcjg n-krotnie

rézniczkowalng w pewnym przedziale otwartym zawierajagcym c. Ponadto niech f'(c) =
f’(c) =...=f"V(c) =0oraz f™(c) #0.

e Gdy n jest liczbg nieparzystg, to funkcja f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie c.
e Gdy n jest liczng parzysta, to funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie ¢, przy czym

jezeli (™ (c) < 0, jest to maksimum, a jezeli f(™)(c) > 0, jest to minimum.

Recura pe 'Hospitara. Niech f i g bedg funkcjami r6zniczkowalnymi na przedziale (a, b)
oraz niech g’(x) # 0dla x € (a,b). Jezeli

lim f(x) =0 oraz lim g(x)=0

x—at x—a’t
lub
lim f(x) =400 oraz lim g(x) = +oo,
x—at x—at
to
- f(x) . (%)
lim —= = lim

x—a’t g(X) x—at g/(X),
pod warunkiem, Ze granica po prawej stronie istnieje.

Uwaca. Regute de I'Hospitala mozna sformutowac réwniez dla granic lewostronnych, obu-
stronnych i granic w nieskoriczono$ciach.

(FORMALNYM) SZEREGIEM POTEGOWYM Nhazywamy szereg postaci

Zan(x—c)“ =aq+a(x—c)+a(x—c)P+as(x—c)+...

n=0
Liczby rzeczywiste a,,, gdzie n € N U{0}, nazywamy wspélczynnikami tego szeregu, a punkt c
jego srodkiem. Stowo ,formalny” oznacza, Ze abstrahujemy od tego, czy dla danej wartosci
zmiennej x szereg ten jest zbiezny czy rozbiezny. (Zauwazmy, ze dla konkretnej wartosci x
szereg potegowy staje sie ,zwyklym” szeregiem liczcbowym, wiec pytanie o jego zbieznos¢
jest zupelnie naturalne.)

Promiex zeieznoScr. Jezeli dla danego szeregu potegowego Y 0, an(x — ¢)™ istnieje granica
o= limy, o {/|anl, to promieniem zbieznodci tego szeregu nazywamy liczbe

L jezeli « € (0,400),
R:= < 400, jezelix =0,

0, jezeli @ = +o0.

Uwaca: W niektérych przypadkach promieri zbiezno$ci tatwiej wyznaczy¢ obliczajac wielkoé¢

Ant1 |

X Z€ WZOru & := limnﬁoo| 2
mn



ZBIEZNOSC SZEREGOW POTEGOWYCH. Niech ) a,, (x—c)™ bedzie szeregiem potegowym o pro-

mieniu zbieznosci R > 0. Wtedy dla kazdego x € (c — R, ¢ + R) szeregi

o0 o0
Zan(x—c)“ oraz Zlanl dx —c™
n=0

n=0

(traktowane jako szeregi liczbowe) sg zbiezne.

ROZNICZKOWANIE SZEREGOW POTEGOWYCH WYRAZ PO WYRAZIE. Niech > * o a,(x—c)™ bedzie sze-

regiem potegowym o promieniu zbieznosci R > 0. Wtedy dla kazdego x € (¢ — R,c + R)
mamy

(i an(x — c)“) = i na,(x —c)™ L
n=0 n=1

SzereciEM TayLora (czyt. tejlora) funkcji f nazywamy szereg potegowy postaci

> f(n)
0+ 0o,
n=1 '

gdzie f(™) oznacza pochodng n-tego rzedu funkcji f. W przypadku gdy ¢ = 0, szereg Taylora
nazywa sie szeregiem Maclaurina (czyt. maklorena).

Uwaca: O funkgji f dla ktérej w kazdym punkcie x z jej dziedziny suma jej szeregu Taylora jest
réwna wartosci funkcji w tym punkcie, tj. wynosi f(x) méwimy, Ze jest rozwijalna w szereg
Taylora o dodatnim promieniu zbieznosci. Nie kazda funkcja, ktéra posiada pochodne do-
wolnego rzedu, jest rozwijalna w szereg Taylora (jej szereg moze nie by¢ zbiezny w pewnych
punktach x z dziedziny funkcji lub nawet jesli jest zbiezny, to jego suma nie musi by¢ réwna
f(x) ). Funkcje, ktére s rozwijalne w szereg Taylora nazywamy funkcjami analitycznymi.

METODY OBLICZANIA POCHODNYCH. Jezeli funkcje f i g sg r6zniczkowalne w punkcie x, to

o (f+9)(x)=1f"(x)+9g'(x),

B [g(x)]2 o 9 #0

Ponadto, jezeli funkcja g jest rézniczkowalna w punkcie x, a funkgja f jest r6zniczkowalna

R e

w punkcie g(x), to

o (fog)lx)=1*"(g(x))g'(x).



Ponizej zebrano pochodne podstawowych funkgji.

f(x) | f'(x) Uwagi f(x) f'(x) Uwagi
R 1
¢ 0 ¢ log , x a>0,a#1,x>0
o a1 xIna
X ox xeR, x>0
Inx 1 x>0
X" nx™ ! neN,xeR X
X 1 arc sin x ! x € (—1,1)
V1—x2
1 1 ,
X x2 arccosx | — x e (—1,1
— (—1,1)
VX 1 1
2\/x arc tg x T
a* |a*lna| a>0,a#1 1
arcctgx | —
ex ex 1+x2
X —
sinx | cosx g cos2x 2 .
i 1
cosx | —six ctgx - x #km k € Z
sin” x
Z.ADANIA

Zadanie 19.1. Oblicz z definicji pochodng funkcji f w punkcie a, jezeli
(a) f(x) =3x—1lia=2, (b) f(x) =x*ia=1, (c) f(x) =sinxia=0.

Zadanie 19.2. Oblicz pochodne sum oraz réznic funkgji:

(a) f(x) =4x> +3x> —x +2, (g) f(x) = —3x®+4x°> —12x* + 8x + 2,
(b) f(x) = —5x®—3x2+2x—1, (h) f(x) =3x°—3x* +10x* — 7x — 2,
(c) f(x)=—-3x"—2x*+2x* —6x — 1, (1) f(x) = —4Yx + 2Vx5 + 2V,

(d) f(x) =2x7 +3x* + x>+ 4x% + 7x + 2, () f(x) =2yx — 2Vx3 —2V/%3,

(e) f(x) =3x>—3x*+9x*+1, (k) f(x) =3¢x —x73+ 2V,

(f) f(x) =—1x"+4x* —x+5, (1) f(x) =4yx+x2— Vx4

Zadanie 19.3. Oblicz pochodne iloczynéw funkgji:

(a) f(x) = xsinx, (e) f(x) = cosx-Inx,
(b) f(x) = xcosx, (f) f(x) =sinx-Inx,
(c) f(x) = sinxcosx, (g) f(x) =x%Inx,
(d) f(x) = e*sinx, (h) f(x) = x2e*.



Zadanie 19.4. Oblicz pochodne ilorazéw funkji:

@) 09 = 5. (f) 100 = oo
(b) 1) = 5, () 0 =—"",

(©) 100 =22, () ) = 2,

(@) f0x) =5, () flx) = 2

(0) 0x) = 5o, () 1) = %

Zadanie 19.5. Oblicz pochodne funkcji ztozonych:

(a) f(x) =(1-7x)°, (k) f(x) =+/sinx,

(b) f(x) = (5x—2), (1) f(x) = \/cos¥x,

(c) f(x)=(3x*—1)"0 (m) f(x) =—2cos’x,

(d) f(x) = (2x% + 1)1, (n) f(x) = 3sin’x,

(e) f(x) =e>, (0) f(x) =In(Inx),

(f) f(x) =e 2, (p) f(x) =In(sinx),

(g) f(x) =e ¥, (q) f(x) =In(cosx),

(h) f(x) = e, (r) f(x) =Ing,

(i) f(x) =V9—-x2, (s) f(x) = 4arcctg(2y/x),

() f(x) =Vx2+7, (t) f(x) = 2arctg(4/x).
Zadanie 19.6. Oblicz pochodne ponizszych funkcji:

(a) f(x)=x°%, (b) f(x) = xsnx, (c) f(x)=xx, (d) f(x)=x".

Zadanie 19.7. Oblicz pochodne pierwszego oraz drugiego rzedu ponizszych funkgji:

(a) f(x) =3x®—5x2+x—7, (d) f(x) = e*cosx,
(b) f(x) = —2x3 +4x> + 8x — 3, (e) f(x) =2In(x®+1),
(c) f(x) = e*sinx, (f) f(x) = =31In(1 —x3).

Zadanie 19.8. ZnaleZ¢ najmniejszg liczbe rzeczywista M taka, ze dla kazdego tréjmianu
kwadratowego f spelniajacego warunek [f(x)| < 1 dla x € [0, 1] mamy f'(0) < M.



Zadanie 19.9. Zbadaj monotoniczno$¢ funkcji f w oparciu o analize znaku pochodnej:

(a) f(x) = §x3 +2x2 —6x + 2, (f) f(x) =x+ % dlax # 0,
_234,2_4 X
(b) Tl =5 —der s, (8) ) =~
(c) f(x) =1—24x + 15x2 — 2x5, 32
(h) f(x) = 112

d) f(x) = —3+15x + 6x2 — 3,
(d) f(x) T X+ 6x" —x (i) f(x) =In(x%+1),

(e) f(x) =x— % dlax #0, () f(x) =x%e~.
Zadanie 19.10. Wykaz, ze dla wszystkich x > 0 zachodzi nier6wno$¢ arc tg x < x.
Zadanie 19.11. Wyznacz ekstrema lokalne ponizszych funkgji:
(a) f(x) =3x*—Ix2 —2x +3, (g) f(x) = —xInxdlax >0,
(b) f(x) =3
(c) f(x) =2x3+ 15x* + 36x — 2,

I 4 x2—3x+2,
(h) f(x) =x—2arctgx,

(d) f(x) =2x>—92+12x —3, (i) f(x) =xe~,
(e) f(x) =x— % dlax #0, G) f(x) = e
3
() 1) = ;o dlax #1, (K) (x) = (7 4+ - ¥3x =1L

Zadanie 19.12. Wyznaczy¢ maksimum lokalne funkcji danej wzorem f(x) = x> dla x > 0.

Zadanie 19.13. Znalez¢ parametr m tak, by funkeja f(x) = x*> —mx?+5x —2 osiggala minimum

lokalne w punkcie o odcigtej x = 5.

Zadanie 19.14. Niech P bedzie takim wielomianem stopnian > 1, ze P(x) > 0 dlax € R.
Wykazaé, ze wtedy u(x) := P(x) + P’(x) + P”(x) + ... + P (x) > 0 dla kazdego x € R.

Zadanie 19.15. Prawdopodobienistwo, ze czastka gazu o temperaturze T ma predkos¢ v dane
jest rozktadem Maxwella o gestosci

3

2 TI'LV2

=47 : dl 0
—_ 2kT
f(v) (27Tk|> Ve av >

gdzie k jest stalg Boltzmanna, a m —masg czasteczki gazu. Znalez¢ predkos¢ najbardziej
prawdopodobng (tj. taka dla ktorej f osigga maksimum globalne).



Zadanie 19.16. Korzystajac z reguly de 'Hospitala oblicz nastepujace granice

(a) lim &€ , (k) )}Lr51+xlnx,
x—0 X
(b) lim —ex_e_x (1) XETOOXSin %,
x—0 sinx
(c) lim cosx—ll (m) XETOOX(Q% 1),
x—0 X
i 2(8x) (o) lim X
1 s
(e) i In(6x)’ X
- In(Inx) - 1\
@) tm PO, ® 1 ()
. XZ . 2% 1
(g) Hm o (q) lim(e™ +)%,
. COSbx — cos3x 1
(h) )1(1_% 2 ’ (1) )lcig}xﬁ,
X _ 1 _
(i) %ex—zx, () lim (1+ sin4x)s,
Lo 28 4 x : a
() Mmoo (t) lim (tg 3x)P=.

Zadanie 19.17. Pokaz, ze do obliczenia granicy limy_, o, x 'v/x2 — 1 nie mozna wykorzystaé
reguly de I'Hospitala. Oblicz te granice.

Zadanie 19.18. Wyznacz promienie zbieznosci nastepujacych szeregéw potegowych:

(a) gomnxn, (f) gz—:

(b) i’;— (®) i P

() Tis—; (h) go ((iT));x“,

@ > e > sy 1
(e) ion!xn, G) ;%(Hmn.



Zadanie 19.19. Podac szereg szereg Maclaurina funkgji f.

(a) f(x)=ex, (d) f(x) =In(x+1), (g) f(x) =cosx,
(b) f(x) =e7%, (e) flx) =vx+1, (h) f(x) =sinhx,
(c) f(x) = e, (f) f(x) =sinx, (i) f(x) = coshx.

Uwaca: Funkgja sinus hiperboliczny zdefiniowana jest wzorem sinh x = 1 (e — e™*), natomiast
funkcja kosinus hiperboliczny dana jest wzorem coshx = 1(e* + e ™).

Zadanie 19.20. Podac szereg Taylora w otoczeniu punktu c funkgdji f, jezeli
(a) f(x):%ic:fs, (b) f(x) =xy/xic=1, (c) f(x) =xic=1.

Zadanie 19.21. Korzystajac z rézniczkowania szeregéw potegowych wyraz po wyrazie wy-
znacz szereg Maclaurina funkgcji

1 1 _ X
(@) fx) =~ = (6) 09 = 55 () 1) = =z
ODPOWIEDZI

19.1 (a) f'(2) =6 (b) f'(1) =2 (c) f'(0) = 119.2 (a) 12x*>+6x—1 (b) —15x*>—6x+2 (c) —15x*—8x3+4x—6
(d) 10x* +12x% + 3x% + 8x + 7 (e) x* — 12x3 + 18x (f) —x* + 12x%2 — 1 (g) —4x° + 20x* — 24x + 8
(h) 8x% —12x3 +20x — 7 (i) —%x*% +2x 76 + 5x2 G) gx*% — %x*% — 3x2 (k) XT3 +3x 4+ %x*%

(1) x"i—2x3— %X_% 19.3 (a) sinx +xcosx (b) cosx —xsinx (c) cos?x —sin?x (d) eX sinx + e* cos x
(e) x Lcosx —sinx - Inx (f) x Tsinx + cosx - Inx (g) x* + 3x?Inx (h) 2xe* + x%e* 19.4 (a) — X%ixl)

(b) — Xgoxl 2 (¢) (5— 2x 2 (d) - 2x (2x—1)2 (e) — %:2(;5331222 (f) — ?:2( Eixﬁlz (g) X+1 2 (h) = lnx (i) - sin? x
i) cosZX 19.5 (a) f'(x) = —42(1 — 7x)° (b) 35(5x — 2)° (c) 600x(3x* — 1)*° (d) 600x (2x3 + 1)%

(e) 6xe3*" (f) —6xze*2x3 (g) sinxe™ <X (h) cosxes"* (i) —\/9_7 G) \/XT (k) f}’% (1) —251%;){
(m) 6sinxcos®x (n) 6sinxcosx (0) —= (p) X =ctgx (q) —EX = —tgx (r) —2 (s) T+1)

(t) m 19.6 (a) 5x°%(1 + Inx) (b) x~!™s"X(sinx + xInxcosx) (c) —xx"2(=1 + Inx)
(d) e¥x® (14 xInx) 19.7 (a) f'(x) = 9> — 10x + 1, f”'(x) = 18x — 10 (b) f’(x) = —6x% + 8x + 8,

f”(x) = —12x + 8 (¢) f'(x) = e*sinx + e*cosx, f"/(x) = 2e*cosx (d) f'(x) = e*cosx — e*sinx,
f”(x) = —2e*sinx (e) f'(x) = XSH,f”( x) = 1i’§+?"2 () f'(x) = 125, " (x ) = (?";2? 19.8 Niech

f(x) = ax? + bx +c, gdzie a,b,c € Ria # 0. Wtedy f(0) = c, f(%) = 4a+ Tb+corazf(l)=a+b+c.
Ponadto f’(x) =2ax + bif’(0) = b. Zauwazmy, ze f'(0) mozna zapisaé jako f'(0) = 4(%a + %b +c)
—(a+b+c)—3c = 4f(3) —f(1) —3£(0). Jezeli [f(x)| < 1dlax € [0,1], to (0) < [f(0)] < 4If(3)|+f(1)]
+ 3|f(0)| < 8. (Skorzystaliémy tutaj z nieréwnosci tréjkata dla wartosci bezwzglednej [x £+ y| < |x| + [yl
prawdziwej dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y € R.) Zauwazmy réwniez, ze tréjmian kwadratowy
f(x) = —8x* +8x+1 spelnia warunek [f(x)| < 1 dla x € [0,1] oraz f'(0) = 8. Oznacza to, ze M = 8.
19.9 (a) Na przedziale (—oo, —3) funkgja f jest rosngca, na przedziale (—3,1) funkcja f jest malejaca, a
na przedziale (1, +-00) funkcja f jest rosngca. (b) Na przedziale (—oo, —2) funkgja f jest rosnaca, na prze-
dziale (—2,1) funkcja f jest malejaca, a na przedziale (1, +o0) funkcja f jest rosngca. (c) Na przedziale

(—o0,1) funkgcja f jest malejgca, na przedziale (1,4) funkcja f jest rosnaca, a na przedziale (4, +o0)



funkcja f jest malejgca. (d) Na przedziale (—oo, —1) funkcja f jest malejgca, na przedziale (—1,5) funkcja
f jest rosnaca, a na przedziale (5, +-00) funkcja f jest malejaca. (e) Na przedziale (—oo, 0) funkcja f jest
rosnaca; na przedziale (0, +00) funkcja f jest rowniez rosnaca. (f) Na przedziale (—oo, —1) funkcja f jest
rosnaca, na przedziale (—1,0) funkcja f jest malejaca, na przedziale (0,1) funkcja f jest malejaca, a na
przedziale (1,+o00) funkgja f jest rosnaca. (g) Na przedziale (—oo, —1) funkgja f jest rosnaca, na prze-
dziale (—1,1) funkcja f jest malejgca, a na przedziale (1, +-00) funkcja f jest rosngca. (h) Na przedziale
(—o0, 0) funkcja f jest malejaca, a na przedziale (0, +o0) funkcja f jest rosnaca. (i) Na przedziale (—oo, 0)
funkgja f jest malejaca, a na przedziale (0, +00) funkcja f jest rosngca. (j) Na przedziale (—oo, —2)
funkcja f jest rosnaca, na przedziale (—2,0) funkgja f jest malejaca, a na przedziale (0, +-00) funkcja f
jest rosngca. 19.10 RozwaZrny funkcje; f: R — R dang wzorem f(x) = arc tg x — x. Jej pochodna wyraza

1 J—
1+x2 1+ 1+x2
f’(x) < 0, co oznacza, ze funkgja f jest malejgca na przedziale [0, +00). Zatem f(0) > f(x) dla kazdego

sie wzorem f’(x) = dla x € R. Zauwazmy réwniez, ze dla wszystkich x > 0 mamy
x > 0. Ale f(0) = 0. Stad arc tgx > x dlax > 0.19.11 (a) W punkcie x = —1 funkcja f osigga maksimum
lokalne f(—1) = %, a w punkcie x = 2 funkgcja f osigga minimum lokalne f(2) = —3. (b) W punkcie
x = —3 funkcja f osigga maksimum lokalne f(—3) = 11, a w punkcie x = 1 funkcja f osigga minimum
lokalne f(1) = % (c) W punkcie x = —3 funkcja f osigga maksimum lokalne f(—3) = —29, a w punkcie
x = —2 funkgja f osigga minimum lokalne f(—2) = —30. (d) W punkcie x = 1 funkcja f osigga maksi-
mum lokalne f(1) = 2, a w punkcie x = 2 funkcja f osigga minimum lokalne f(2) = 1. (e) W punkcie
x = —2 funkgja f osigga maksimum lokalne f(—2) = —3. (f) Funkcja nie ma ekstreméw lokalnych.
(g) W punkcie x = e~ ! funkcja f osigga maksimum lokalne f(e~!) = e~!. (h) W punkcie x = —1
funkcja f osigga maksimum lokalne f(—1) = (7 — 2), a w punkcie x = 1 funkcja f osigga minimum
lokalne f(1) =1 — %7’(. (i) W punkcie x = —1 funkcja f osigga minimum lokalne f(—1) = —e 1. (j) W
punkcie x = 0 funkcja f osigga maksimum lokalne f(0) = 1. (k) W punkcie x = 1 funkcja f osigga mini-
mum lokalne f(1) = —16. 19.12 W punkcie x = e~! funkgja f osigga maksimum lokalne f(e~!) = e .
19.13 m = 8 19.14 Zauwazmy, ze funkcja u jest wielomianem stopnia n, ktérego sktadnik wiodacy, tzn.
ten postaci a,x™, jest taki sam jak sktadnik wiodgcy wielomianu P. Skoro P(x) > 0 dla x € R, oznacza
to, ze limy 4o, U(x) > 400. A zatem by udowodnié, ze u(x) > 0 dla x € R, wystarczy pokazag, ze
wszystkie minima lokalne wielomianu u sa nieujemne. Niech wiec u osigga minimum lokalne w punk-
cie xg. Wtedy u’(xo) = 0. A ponadto u(x) = P(x)+P’(x)+P"(x)+.. 4P (x) = P(x)+u’(x), bowiem
P+ (x) = 0. Stad 1(xg) = P(xo) + u'(x0) = P(xg) = 0. To koriczy dowéd. 19.15 Predkos¢ najbardziej
prawdopodobna ma wartos¢ vV2kTm—1.19.16 (a) 2 (b) 2 (¢) 0 (d) +oco (e) 1 (f) 0 (g) 0 (h) —8 (i) 1
(1)2 (k)0 (1)1 (m)1(n)+oo (0)1(p)1(q)e>(r)e ! (s)e (t) e19.17 Gdybysmy chcieli zastosowaé

\/Xzfl

regute de 1'Hospitala do granicy limy_,_

to (nie biorac pod uwage zalozen tego twierdzenia)

mieliby$my limy_, o, ¥*— "2 18 Limy o ﬁ = hmx_> oo Y Xi_l ; literg H oznaczyli$my tutaj zasto-
sowanie reguly de l’Hospltala. Z drugiej strony mamy jednak lim,_, o, ¥ Xi*1 =limy, —M}:lx

gdzie rownos¢ (x) zachodzi, bowiem x — —oo i w zwigzku z tym [x| = —x. 19.18 (a) R = %
(b)R—3()R—5(d)R ()R—O(f)R +00(g)+00(h) (')R—2(J')R=

19.19 (a) Zn 0 n' (b) Zn O nl X (C) Zn O n' Zn (d) Zn 1 n X (e) Zn O( ) n’gdZie
("‘) — lamDla=2)wc(entl) q10 o ¢ R oraz n € N; gdy n = 0 przyjmujemy ( ) =1

) Xa- 0% 2n+1 (8) 2 o ((ETlIJ)“in (h) o= oﬁ X)) YN 2 1)17‘2
19.20 (a) Zn 0 et " (b)Y, (3)(x—3)" (c) Zn 0 () (x—3)"19.21 (a) — ¥ % o(n+1)x™
(b) > ¥ o3(—1)™(n+ 1)(n+2 " () ZfZOZ(TH— 1)x?
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