Rozpziat 18

(GRANICA FUNKCJI

TEORIA

GRANICA LEWOSTRONNA FUNKCJI W PUNKCIE (DEFINICJA CAUCHY'EGO). Funkcja f: (a,b) — Rma

w punkcie b lewostronng granice

e g € R, co zapisujemy lim,_,, f(x) = g, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba
d >0, ze [f(x) — g| < € dla wszystkich x € (a,b) takich,zeb—56 <x < b,

® {00, co zapisujemy lim,_,,- f(x) = +00, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) > M dla kazdego x € (a, b) takiego, ze b — 6 < x < b,

e —00, co zapisujemy lim, - f(x) = —o0, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) < —M dla kazdego x € (a, b) takiego, ze b — & < x < b.

GRANICA PRAWOSTRONNA FUNKCJI W PUNKCIE (DEFINICJA CAUCHY'EGO). Funkgja f: (a,b) - Rma

w punkcie a prawostronng granice

e g € R, co zapisujemy lim,_,,+ f(x) = g, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba
d >0, ze [f(x) — g|] < € dla wszystkich x € (a,b) takich, ze a < x < a+3,

e -+00, co zapisujemy lim,_, o+ f(x) = +o00, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) > M dla kazdego x € (a, b) takiego, ze a < x < a + 9,

® —00, co zapisujemy limy_, o+ f(x) = —o0, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) < —M dla kazdego x € (a, b) takiego, ze a < x < a + 9.

GRANICA FUNKC]JI W PUNKCIE (DEFINICJA CaucHY'EGO). Funkcjaf: (a,c)U(c,b) - Rmaw punk-

cie ¢ granice

e g € R, co zapisujemy lim,_,. f(x) = g, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba 6 > 0,
ze |f(x) — g| < e dla wszystkich x € (a,b) \ {c} takich, ze [x — c| < 9,

e +00, co zapisujemy lim,_, f(x) = +o0, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) > M dla kazdego x € (a,b) \ {c} takiego, ze [x — c| < 9,

® —o00, co zapisujemy lim,_,. f(x) = —oo, jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znaleZ¢
taka liczbe & > 0, ze f(x) < —M dla kazdego x € (a, b) \ {c} takiego, ze [x — c| < 5.



GRANICA FUNKC]JI W 400 (DEFINICJA CAUCHY EGO). Funkgja f: (a, +00) — R ma w +oco granice

e g € R, co zapisujemy lim,_, ;, f(x) = g, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba
M > 0, ze [f(x) — g| < € dla wszystkich x > M,

e -+00, co zapisujemy lim,_, ,, f(x) = +o00, jezeli dla kazdego K > 0 istnieje taka liczba
M > 0, ze f(x) > K dla wszystkich x > M,

® —00, co zapisujemy lim,_, o, f(x) = —o0, jezeli dla kazdego K > 0 istnieje taka liczba
M > 0, ze f(x) < —K dla wszystkich x > M.

GRANICA FUNKC]I W —00 (DEFINICJA CAUCHY'EGO). Funkcja f: (—oo,b) = R ma w —oo granice

e g € R, co zapisujemy lim,_, ., f(x) = g, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje taka liczba
M > 0, ze [f(x) — g| < € dla wszystkich x < —M,

® 00, co zapisujemy lim,_, ., f(x) = +o00, jezeli dla kazdego K > 0 istnieje taka liczba
M > 0, ze f(x) > K dla wszystkich x < —M,

® —o00, co zapisujemy lim,_,_, f(x) = —oo, jezeli dla kazdego K > 0 istnieje taka liczba
M >0, ze f(x) < —K dla wszystkich x < —M.
OroczenieM punktu c € R U{+oo} nazwiemy
e przedzial (a,b) taki, ze c € (a,b), jezelic € R,
e przedzial (—oo, b), jezeli c = —oo,

e przedziat (a, +00), jezeli c = +o0.

Granica FUNKC] (DEFINIC]A HEINEGO). Niech O, bedzie otoczeniem punktu ¢ € R U {o0}.

Powiemy, ze g € R U {£o00} jest granicg funkgji f: O, \ {c} =+ R w punkcie ¢, co zapisujemy
lim,_,. f(x) = g, jezeli dla kazdego ciagu (xn )nen 0 elementach nalezacych do zbioru O \ {c}
takiego, ze limy, _,o X, = ¢, mamy lim,,_,, f(xn) = g.

Jezeli w definicji granicy Heinego zatozymy, ze ¢ € R i bedziemy rozwaza¢ jedynie ciggi
(Xn )nen, ktérych wyrazy sa mniejsze od c, tzn. x,, € (a,c) dlan € N, to otrzymamy definicje
granicy lewostronnej w punkcie c. Podobnie, jezeli x,, € (c,b) dlan € N, to otrzymamy definicje
granicy prawostronnej w punkcie c.

Derinicja CAUCHY'EGO vs. DEFINIC]A HEINEGO. Definicje Cauchy’ego oraz Heinego granicy sa

réwnowazne, tzn. jezeli funkcja spetnia jedng z nich, to spetnia takze i drugg. Dlatego tez
w poszczegélnych sytuacjach mozemy korzystaé z tej definicji, ktora jest tatwiejsza w uzyciu.

GRANICA FUNKC]I W PUNKCIE VS. GRANICE JEDNOSTRONNE. Funkgcja f: (a,c) U (¢, b) — R posiada

w punkcie ¢ granice g € R U {zoo} wtedy i tylko wtedy, gdy posiada w tym punkcie obie
granice jednostronne, ktére dodatkowo sg réwne tzn. lim,_,. f(x) = g wtedy i tylko wtedy,
gdy lim,_,.- f(x) = g oraz lim,_,.+ f(x) = g.



DZzIALANIA ARYTMETYCZNE NA GRANICACH. Jezeli funkgcje f1, f2: (a,b) - R w punkcie c € (a, b)

majgq odpowiednio granice (skoficzone) g; i go, tzn. lim,_, f1(x) = g1 i limy_,¢ f2(x) = g, to

o lim(f; +f2)(x) = g1+ g, o lim(f;-fy)(x) =91 - 9o,

X—C X—C

: e lim fu (x)—&oile #0
L )1(1_)1101(f1 —f)(x) = g1 — g2, x—re \ f, = 92/ 92 .

Uwaca: Powyzsze twierdzenie jest rowniez prawdziwe w przypadku granic jednostronnych
oraz granic w nieskoniczonosciach.

SyMBOLE NIEOZNACZONE. Podobnie jak w przypadku ciggéw, w powyzszym twierdzeniu ogra-

niczyliSmy sie do skoriczonych granic funkcji z uwagi na mozliwosé wystapienia symboli
nieoznaczonych. Przypomnijmy, ze symbolami nieoznaczonymi sg: g, %, oo — 00, 0 - 00, 0°, 1%,

oo’

WAaZNE GRANICE 1. Ponizej zebrano podstawowe granice funkcji w punkcie:

e lim log x = 400, gdy a € (0,1),

x—0+F

e lim log x = —o00,gdya>1,

x—0F

sin(ax)

= a dla dowolnego a € R.
x—0 X

WAaZNE GRANICE 2. PoniZej zebrano podstawowe granice funkcji w nieskorficzono$ciach:

1
e lim — =0,
x—Foo X

e lim a*=+oo,gdya>1,

X—+00

e lim a*=0,gdya>1,

X——00

e lim a*=0,gdyac(0,1),

X—+00

e lim a*=+oo,gdyac(0,1),

X—>—00

e lim log x = +o0,gdya>1,

X—+00

e lim log x =—o0,gdyac (0,1),

X—+00

e lim <1 + %) = e“ dla dowolnego a € R.

x—Fo0



Ciacros¢ runkcyl. Funkgje f: (a,b) — R nazywamy cigglg w punkcie c € (a, b) wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi jeden z ponizszych réwnowaznych warunkéw

o lim,_,. f(x) = f(c),

b hmx—)c* f(X) - hInx—)cJr f(X) - f(C),

dla kazdego ¢ > 0 istnieje > 0 taka, ze |f(x) — f(c)| < € dla kazdego punktu x € (a,b)
takiego, ze [x — c[ < 9,

dla kazdego ciagu (xn)nen 0 wyrazach z przedziatu (a, b) zbieznego do punktu c ciagg
(f(xn))nen jest zbiezny do f(c).

Funkgcje f: (a,b) — R nazywamy cigglg, jezeli jest ona ciggta w kazdym punkcie swojej
dziedziny.

Okazuje sig, ze funkcje elementarne (tzn. wielomiany, funkcje trygonometryczne, funkcja
potegowa, funkcje wykladnicza i logarytmiczna) sg cigglte w swoich dziedzinach naturalnych.

DZzIALANIA ARYTMETYCZNE NA FUNKCJACH CIAGLYCH. Jezeli funkcje fi, fo: (a,b) — R sg ciaggle
w punkcie ¢ € (a,b), to w tym punkcie sg ciggte réwniez funkcje f1 + f, f; — fa, f1 - o, %,
przy czym ostatnia przy zalozeniu, ze f»(c) # 0.

ZLrOZENIE FUNKCJI CIAGEYCH. Jezeli funkcje fi: (a,b) — (c,d) oraz f,: (c,d) — R sa ciagte, to
ciggte jest réwniez ich zlozenie f, o f1: (a,b) — R.

/. ADANIA

Zadanie 18.1. Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy funkcji pokaz, ze

. 1 . 6x B
() lim ;= =+oo, () tim 375~ %
o x—1 . 2
(b lg{)’h X + 1 - _1’ (d) XEI’EIOO 4X - +OO
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®) lim 25 ® tm
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(e) lim 9 X" (j) lim !

x—3~ 3—X,



. x> +2x—3
x——3- X2 +4x + 3’
x2—3x—4

O

(m) lim (1—3x)%,

x—0+t

(n) lim (14 5%)%,

x—0~
_ 4
(0) lim (1+3%%) ",

(p) lim (1—10x%)57,

x—0—

Zadanie 18.3. Oblicz ponizsze granice jednostronne funkgji trygonometrycznych w punkcie:

. sin2x
(a) lim ==
4x
b) 1
(b) Bl sin 2x”
. tgbx
(c) Jin(}f 2x ’
(d) lim ox ,
x—0- tg 3x

Zadanie 18.4. Oblicz nastepujace granice jednostronne funkcji w punkcie, jeslin, m € N.

oo xt—1
(@) lim S

) 1+x—1
@ g
3x
lim —
S S e
2 _
(s) lim 2ot 1-1

x—0" /X2 425 — 5’
2—Vx*+4

(t) lim — Y2 =

x>0t 3 — /X249’
VE+1—vx+1

I
o v e
(v) lim 1-vx+1

x50t /X +9 — VX2 +9

. sin6x
(©) I8 Snax
(f) lim B2
x—0* tg 4x
. ctg9x
() lim ctg 3x’
2
(h) lim —~

x—0+ 1 —cos?x’

m vi+nx—1 (c) lim (1 +mx)*.

X

x—0~

Zadanie 18.5. Oblicz nastepujace granice jednostronne funkcji w punkcie:

<®£$G+%)
(b) lim (x + %)

x—0F

(c) Lm (x + [x]), (e) 111%17 e %,
(d) lim (x+ [x]), (f) lim e x.

Zadanie 18.6. Oblicz nastepujgce granice funkcji w nieskoriczonosci:

(a) lim X+ x+2
x——00 X3 4+ 2x2 — 3x + 1’

—x2—2x+1
b) i ,
( )X—1>TOOX3_3X2+2X«_1
—6x3 —2x>—x—1

(@ Mm — s x—3

43 +5x2 +2x — 3
d) 1 ,
(d) N —2x3 —4x2 4+ x

() lim S t%
x——00 2X2 4+ x + 5’

234+ x2—-3x+1
O Mm ——s =1




4x
. 1 X
(2) ngm(¢x+5—dx+1), (m) Xgmoo(x_z) ,
2x
. X
x+2
o (0) lim (" 2) ,
(i) lim (V42 +2—2x), x—+oo\ X +4
X—+00
' x 43 x+1
() Jim (Vox? 7 ~3x), ® am (322)
2
' X+3 x . X2—|—2 4x“4+2x—1
o (52 @ ()7
. x—5\% . 21 3x2—2x+4
(1) XETOO( X ) ! (r) Xgmoo( Xz ) ’
Zadanie 18.7. Sprawdz, czy funkcja f: R — R jest ciggta w punkcie c, jezeli:
p y ) ) 8 p )
x> — 25 x? —x3
dlax <5, dla 1,
(a)CSif(x){ x—5 (d) c=1if(x)=< Ix—1] 7
10 dlax > 5, -1 dlax =1,
1 X
‘ dlax #1, cos— dlax <1,
(b) c=1if(x)=¢ x—1 (e) c=1if(x) = 2
1 dlax =1, Ix —1] dlax>1,

sinx

(c) c—Oif(x)—{ x|

dlax # 0, \/iarctg% dlax >0,

0 dlax <0.

(f) cOif(x){
1 dlax =0,

Zadanie 18.8. Wyznacz warto$¢ parametréw a, b, dla ktérej funkcja f bedzie ciggla na catej
prostej R, jezeli:

et dlax < —1 —2x dlax < —1,
(a) f(x) =4 x+1 ’ B )
a(x+2) dlax>—1, (d) fx) =4 blx—a)* dla-1<x<5
8 dlax > 5,

ax?+2x dlax <2,
(b) f(x) = {

3
x> +ax dlax>2, 24 ex dlax<0,

inb
ax+20 dlax >4, St X dlax > 0.

2x?> —a? dlax < 4, (e) f(x)=4q¢ dlax =0,
(©) flx) =

X

Zadanie 18.9. Znajdz funkgje fi, f,: (0,2) — R nieciggte w punkcie ¢ = 1, ktérych suma f; +f,
jest ciggla na calym przedziale (0, 2).



Zadanie 18.10. Pokaz, Zze funkcja Dirichleta xg: R — R zdefiniowana wzorem

1, jezelix € Q

Xolx) =
¢ 0, jezelix ¢ Q
jest nieciggta w kazdym punkcie dziedziny.

Zadanie 18.11. Pokaz, ze funkcja Riemanna f: R — R zdefiniowana wzorem

0, jezelix ¢ Q
fx)=4
q

jezeli x € Qi x jest utamkiem nieskracalnym ¥, gdziep € Ziq € N

jest cigglta w punktach niewymiernych i nieciggta w punktach wymiernych.

ODPOWIEDZI

18.1 (a) Dla dowolnie ustalonego M > 0 wezmy & < 7. Wéwczas dla kazdego x takiego, ze
ﬁ > % > M. To pokazuje, ze lim,_,;- = +o0. (b) Dla do-

wolnie ustalonego ¢ > 0 wleny 6 < 3¢&. Wéwezas dla wszystkich x takich, ze 0 < x < §, mamy

1-06 < x < 1, mamy f(x) =

1
1—x

(c) Dla dowolnie ustalo—
s 2 =sm < <e
To pokazuje, ze limy s 4 oo 72 kS +5 = 2. (d) Dla dowolnie ustalonego M > 0 wezmy K < _,\ﬁ
Woéweczas dla x takich, ze x < K < —%\/M, mamy x2 > }LM. Stad f(x) = 4x2 > M. To pokazuje,
ze limy_, o 4x? = +00.18.2 (a) 0 (b) 6 (c) 3 (d) % (e) 6 (f) 4 (g) 1 (h) 12 (i) —oo (j) —oo (k) 2
(1) 5 (m)e?(n) e’ (0) e (p)e?(q) 5 (r) =12 (s) 5 (1) 5 (u) 2 (v) —3183 (a) 5 (b) 2 (¢) 3
(d) 2 (e) 3 (f) % (g) % (h) 118.4 (a) n (b) %n (c)e™™18.5 (a) —1 (b) 1 (c) 5(d) 6 (e) +oo (f) O
18.6 (a) 0 (b) 3 (c) =3 (d) 2 (e) +oo (f) —o0 (8) 0 (h) 0 (i) 5 () 0 (k) €* (1) e (m) €® (n) ™2
(0) €% (p) € (q) €® (r) e® 18.7 (a) Tak, funkgja f jest ciagta w punkcie ¢ = 5, gdyz jej granica

[f(x)—(—1)| = ’x+l + 1‘ x+1 <2 <& To pokazuje, ze lim, o+ iﬁ =

nego e > 0wezmy M > 2. Wtedy dlaxtakmh zex > M, mamy |f(x)—2| = ‘

w tym punkcie istnieje i wynosi 10, a zatem jest rowna wartoéci funkcji f w punkcie 5. (b) Nie, funkcja
f nie jest ciggta w punkcie ¢ = 1, bo granica prawostronna funkgji f w tym punkcie wynosi +oo.
(c) Nie, funkcja f nie jest ciggla w punkcie ¢ = 1, bo granica prawostronna funkcji f w tym punkcie
wynosi 1, natomiast granica lewostronna funkgcji f w tym punkcie wynosi —1. (d) Nie, funkgja f nie
jest cigglta w punkcie ¢ = 1, bo granice lewo- i prawostronna funkcji f w punkcie ¢ = 1 sg rézne.
Wynosza one odpowiednio —1 oraz 1. (e) Tak, funkcja f jest ciagta w punkcie ¢ = 1. Wspdlna wartos¢
granicy (obustronnej) oraz wartos¢ funkcji w punkcie ¢ = 1 wynosi 0. (f) Tak, funkcja f jest ciagta
w punkcie ¢ = 0. Jej granica jak i wartoé¢ w punkcie ¢ = 0 wynosi 0. 18.8 (a) a = 3 (b) a = 6
(c) a =2 (d) Po obliczeniu granic i wartosci funkcji f w punktach —1 oraz 5, otrzymujemy réwnosci
2 = b(1+ a)?i8 = b(5 — a)?. Dzielgc prawe réwnanie przez lewe dostajemy 4(1 + a)? = (5 — a)?,
co po uporzqdkowaniu daje 3a% +18a — 21 = 0, czyli a®> + 6a — 7 = 0. W konsekwengcji a; = —7
orazb; =2(1+aq;) 2 = 18 luba, =1orazby, =2(1+ay) 2 = % (e) a =2orazb = 218.9 Mozna
wzigé np. funkgje fq,f2: (0,2) — R dane wzorami f1(x) = x dla x # 1if;(1) = 11 oraz fp(x) = 10x
dla x # 11ify(1) = 0. 18.10 Z tego, ze dowolng liczbe rzeczywistg mozemy przybliza¢ za pomoca
ciggu liczb wymiernych jak i ciggu liczb niewymiernych wynika, ze funkcja Dirichleta nie ma granicy
w zadnym punkcie swojej dziedziny. Mianowicie biorac cigg (xn)nen liczb niewymiernych zbiezny

do ¢, mamy limy o, f(xn) = 0. Natomiast biorac cigg argumentéw wymiernych (yn )nen zbiezny do

7



¢ mamy limn o0 f(yn) = 1. W dowolnym punkcie swojej dziedziny funkcja Dirichleta nie posiada
wiec granicy. Tym bardziej nie moze by¢ ciagta. 18.11 Jeslic € Q, tzn. ¢ = ¢, gdziep € Z,q € N

i ufamek ¢ jest nieskracalny, to f (c) = o Zauwazmy, ze biorac ciag liczb wymiernych postaci npx2

nq
np-+1

np-+1 P = limp o nLq =0+# % = f(c). Zatem funkcja

nq
Riemanna nie jest ciaggta w punktach ¢ € Q. Zal6zmy teraz, ze d € R \ Q. Wtedy f(d) = 0. Niech

mamy limy e = %. Ponadto limy . f(
(xn)nen bedzie dowolnym ciggiem zbieznym do d. Jesli cigg (xn )nen sktada sie z liczb niewymiernych,
to limp 00 f(xn) = limn 00 0 = 0. Zal6zmy teraz, Ze ciag (xn)nen jest ciagiem liczb wymiernych,
tzn. xn = };—:, gdzie pn € Z i qn € N; mozemy zalozy¢, ze utamek ]g—z jest nieskracalny. Mozna
pokazaé, ze skoro limn o Xn = limn o0 z—z = d, to limy o qn = +00. W przeciwnym razie, tzn.
gdyby mianowniki q,, mogly przyjmowac wartosci ze skoriczonego przedziatu, to to samo byloby
prawda dla licznikéw pr,. A zatem liczby };—: nie moglyby sie ,zbliza¢” do liczby niewymiernej d.
Zatem limp, o f (];—:) = limn 0o ql—n = 0. Gdyby wreszcie ciag (xn )nen byl ztozony zaréwno z nie-
skoriczenie wielu liczb wymiernych jak i liczb niewymiernych, to rozwazajac jego podciagi , wymierne”
i ,niewymierne”, mozna uzasadni¢, ze ciag (f(xn))nen zbiega do 0. PokazaliSmy tym samym, ze dla
dowolnego ciggu (xn)nen zbieznego do d € R\ Q mamy limy,_, f(xn) = 0. Poniewaz f(d) = 0,

oznacza to, ze funkcja Riemanna jest ciggta w punkcie d.
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