Rozpziat 17

ASYMPTOTYKA

TEORIA

Nortacja ,,puze O”. Niech a,b: N — R beda dwoma funkcjami (ciggami). Piszemy
a(n) = O(b(n)), gdy istnieje stata C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze [a(n)| < C|b(n)| dla
wszystkichn > N.

Uwacga: Zamiast stosowanego powszechnie zapisu a(n) = O(b(n)), powinniSmy raczej pisa¢
a(n) € O(b(n)) lub nawet a € O(b(n)), gdyz tak naprawde O(b(n)) jest nie jednym kon-
kretnym ciggiem, a zbiorem wszystkich ciggéw b takich, ze poczgwszy od pewnego miejsca
mamy |a(n)| < C|b(n)| dla pewnej stalej C. Jezeli powyzsza nieréwnosc jest prawdziwa dla
ciggu b, to bedzie takze prawdziwa dla ciggu 2b, 3b, itd.

WARUNEK wysTarczAajacY. Niech a,b: N — R bedg dwoma ciggami. Jezeli limy, % =k
dla pewnego k > 0, to a(n) = O(b(n)).

HierarcHiA ,,Duzeco O”. Oto hierarchia pewnych znanych ciggéw uporzadkowanych w ten

sposob, ze kazdy z nich jest O od wszystkich ciggéw na prawo od niego: 1, log, n, ..., v/n,
vmn, v/n, n, nlog,n, nyn, n?, n’

4
,n°,n% .20 n! n™.

INNE MIARY ASYMPTOTYCZNEGO TEMPA WZROSTU. Oprécez notacji ,duze O” w literaturze mozna

znaleZ¢ réwniez inne miary asymptotycznego tempa wzrostu. Nie bedziemy si¢ nimi zajmo-
wac doktadniej, ale dla pelnosci przytoczymy ich definicje. Niech a,b: N — R bedg dwoma
ciggami.

e Piszemy a(n) = o(b(n)), gdy dla kazdej statej C > 0 istnieje wskaznik N € N taki, Zze
la(n)] < C|b(n)| dla wszystkichn > N.

e Piszemy a(n) = Q(b(n)), gdy istniejg stata C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze
la(n)| > Clb(n)| dla wszystkich n > N.

e Piszemy a(n) = w(b(n)), gdy dla kazdej statej C > 0 istnieje wskaznik N € N taki, Zze
la(n)| > Clb(n)| dla wszystkich n > N.

e Piszemy a(n) = O(b(n)), gdy istnieja state C;, C, > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze
Cilb(n)] < la(m)] < Cy/b(n)| dla wszystkichn > N.

Uwaca: Po doktadnej lekturze powyzszej listy nasuwa sie jeden wniosek: ,0” w nazwie ,duze
O” odpowiada greckiej literze omikron. Dlatego tez zamiast notacji ,,duze O” powinnismy
mowic raczej o notacji ,duze omikron”.



/. ADANIA

Zadanie 17.1. Niech a,b,c,d: N — R beda ciggami oraz niech k € R. Pokaz, ze
(a) jezelia(n) = O(b(n)), tok-a(n) = O(b(n)),

(b) jezeli a(n) = O(c(n)) oraz b(n) = O(d(n)), to a(n) + b(n) = O(max{lc(n)],|d(n)[});
w szczeg6Inodci, jezeli a(n) = O(c(n)) oraz b( ) =0(c(n)), to a(n) +b(n) = O(c(n)),

(c) jezeli a(n) = O(c(n)) oraz b(n) = O(d(n)), to a(n) - b(n) = O(c(n) - d(n)),
(d) jezeli a(n) = O(b(n)) oraz b(n) = O(c(n)), to a(n) = O(c(n)).

Zadanie 17.2. Niech 1 bedzie nieujemng liczbg rzeczywisty. Pokaz, ze n' = O(n*) dla kazdego
k € [, +00) oraz ze n' nie jest O(n™) dla zadnego m € [0, 1).

Zadanie 17.3. Dla kazdego z ponizszych ciggéw znajdZ najmniejszg liczbe k > 0 takg, Ze
a(n) = 0(n")

(a) a(n) =13n%+4n —73, (f) a(n) = (n? —2n+3),

(b) a(n) =-5n’+3n*—2n, (g) a(n)=(m*+1)(2n*+3n—8),
(c) a(n) = (2n* -1y, (h) a(n) =M +1)(n? +n+1)?
(d) a(n)=(1-3n%°, (i) a(n) =vn2—1,

(e) a(n)=Mn>+3n—-1)%, () a(n) =vn2+n.

Zadanie 17.4. Sprawdz, czy ponizsze réwnosci sa prawdziwe. W kazdym przypadku uzasad-
nij swojg odpowiedz:

(a) 2™ =0(2m), (g) log,n™ = O(log,n),

(b) 22» =0(2"), (h) (Vn+1)*=0(n?),

(c) (n+1)>=0(n?), (i) 40™ =0(2mM),

(d) (200n)> = O(n?), (j) (40n)* =0(n?),

(e) logsn = 0O(vn), (k) (2n)t=0(n),

(f) log,n° = O(log,n), 1) (n+1)% =0(n%).
Zadanie 17.5. Pokaz, ze jezeli a(n) = 3n* + O(n) oraz b(n) = 2n®> + O(n), to

a(n) +b(n) =3n*+ 0O(n3) oraz a(n) - b(n) = 6n’ + O(nd).
Uwacga: Zapis a(n) + O(b(n)) nalezy rozumieé¢ jako a(n) + c(n) dla pewnego ciggu
c(n) = O(b(n)).

Zadanie 17.6. Znajdz przyklady ciaggéw a oraz b takich, ze a(n) = O(n°) oraz b(n) = O(n?),
(n®).




Zadanie 17.7. Dla kazdej liczby n € N niech cyrr(n) oznacza liczbe cyfr w rozwinieciu
dziesietnym liczby n.

(a) POkaZ, ze 10CYFR(TL)—1 < n< 10CYFR(n)
(b) Pokaz, ze log,, 1 jest O(cYrr(n)).

(c) Pokaz, ze cyrr(n) jest O(log,,(n)).

RozwiazaNia

17.1 (a) Zalézmy, ze k # 0. Poniewaz a(n) = O(b(n)), istnieje stata C > 0 oraz wskaznik N € N
takie, ze [a(n)| < C|b(n)| dla wszystkich n > N. Wtedy dlan > N mamy réwniez

k- am) =1kl [a(n)] < Cifb(n)],

gdzie C; := [k| - C. Oznacza to, ze k - a(n) = O(b(n)). Jezeli k =0, to wtedy k- a(n) =0
dla kazdego n € Nifatwo juz widag¢, ze k - a(n) = O(b(n)).
(b) Z zalozenia istniejg C1, Co > 0 oraz Ny, N, € N takie, ze [a(n)| < Cilc(n)|/dlan > N; oraz

[b(n)] < Cyld(n)| dlan > N,. Oznaczajgc wigekszg z liczb Cy, C; przez C oraz wigkszy ze
wskaznikéw Ny, N, przez N, z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy

la(n)] < Cle(n)] < Cmax{le(n)], [d(n)[}

oraz

[b(n)| < Cld(n)] < Cmax{le(n)], ld(n)I}
dlan > N. Stad na podstawie nieréwnosci tréjkata dla wartosci bezwzglednej dostajemy
‘a(n) —|—b(n)} < ‘a(n)| + ‘b(n | 2Cmax{|c )], ld(n )I}

Tym samym

a(n) +b(n) = O(max{lc(n)], [d(n)[}).

(c) Z zalozenia istniejg C1, C; > 0 oraz Ny, N, € N takie, ze [a(n)| < Cylc(n)|dlan > N; oraz
[b(n)] < Cyld(n)|dlan > Ny. Wtedy dlan > N, gdzie N = max{Ny, N»}, mamy

la(m) - b(m)[ =[a(n)|- [b(n)] Cile(n)]- Cold(n)] = C1Cale(n) - d(n)].

Oznacza to, ze a(n) - b(n) = O(c(n) - d(n)).

(d) Z zalozenia istniejg C1, Co > 0 oraz N1, Ny € N takie, ze [a(n)| < Ci/b(n)| dlan > Nj oraz
[b(n)] < Cyle(n)/dlan > Ny. Wtedy dlan > N, gdzie N = max{Ny, Ny}, mamy

la(n)] < Cifb(n)] < C1Cale(n).
Tym samym a(n) = O(c(n)).

17.2 Niech k € [l, +00) bedzie ustalone. Poniewaz

n—oo Tl_k' n—oo

lim Ll C lim ek — 1, jezelik =1,
0, jezelik >1,



17.3

stwierdzamy natychmiast, ze n' = O(n¥). Przypusémy teraz, ze n' = O(n™) dla pewnego
m € [0,1). Istniejg wtedy stala C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze n' < Cn™dlan > N.
Stad dlan > N mamy C > ™ i w konsekwengji C > limn o nt™™ = +00,bol—m > 0.

Otrzymana sprzecznosc¢ (C ]est liczbg nie moze by¢ wiec réwne +oo0) pokazuje, ze n
o(nm

a)

! nie jest

) dla zadnego m € [0, 1).
Mamy 13n? = O(n?),4n = O(n?) oraz —73 = O(n?). Zatem a(n) = 13n?+4n—73 = O(n?).
Rozumujac jak w po przednim zadaniu mozna pokazaé, ze dla zadnego k € (0,2) ciag

a(n) nie bedzie O(n¥). Istotnie, gdyby istnialy stata C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze
la(n)] < Cn*dlan > N, gdzie k € (0,2), to

k 1

1 le n 22—k 0
— < lim —— =1 lim n—Z*Z,
O S fa] TR Bt an 73 nhe B i T 130
bo limy ﬁ = 0, co jest niemozliwe.
Mamy —5n% = 0(n3), 3n? = O(n?) oraz —2n = O(n?). Zatem a(n) = —5n% +3n? —2n =

O(n®). Pokazemy teraz, ze a(n) nie jest O(n*) dla zadnego k € (0,3). Gdyby tak byto
istnialyby C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze [a(n)| < < Cnkdlan >N, gdzie k € (0,3).1
wtedy

0<l<limn7k—hm nt —limﬁ—g—o
C “noelam))  noeo|-5nd+43n2—2n| noe |54 32| 5 7

bo limy ﬁ = 0, co jest niemozliwe.

Na podstawie poprzednich podpunktéw mamy 2n? — 1 = O(n?). Zatem a(n) = (2n? —
1)7 = O(n'). Pokazemy teraz, ze a(n) nie jest O(n*) dla zadnego k € (0,14). Na wstepie
zauwazmy, ze a(n) jest wielomianem zmiennej n stopnia 14, tzn. a(n) = 128n!4 + P(n),
gdzie deg P < 13. W szczeg6lnosci limp 00 P(E] = 0. Gdyby istnialy stata C > 0 oraz

wskaznik N € N takie, ze |a(n)| < Cn* dlan > N, gdzie k € (0, 14), mieliby$my

0<l hmnik_l nk 1m¢_i_0
C ~noefam)l — nooo 1280+ P(n)]  novoo 128 4P| T 128

bo limy ﬁ = 0, co jest niemozliwe.

Mamy 1 — 3n? = 0(n?).Stad a(n) = (1 —3n?)® = O(n'?). Pokazemy teraz, ze a(n) nie jest
O(n¥) dla zadnego k € (0,12). Zauwazmy, ze a(n) jest wielomianem zmiennej n stopnia
12, tzn. a(n) = 729n!? + P(n), gdzie degP < 11. W szczegdlnosci limp o0 PTEE) = 0.
Gdyby istnialy stata C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze [a(n)| < Cn* dlan > N, gdzie
k € (0,12), mieliby$my

1 le le nl% 13 0

0< =< li — lim lim —2PE = =,
< S A amy T Al 729n2 1 P(n)] w0 729 4 Pl | T 729

iz
bo limy ﬁ =0, co jest niemozliwe.

Mamy n®+3n—1=0(n3).Stad a(n) = (M3 +3n—1)* = O(n'?). Pokazemy teraz, ze a(n)

nie jest O(n*) dla zadnego k € (0,12). Zauwazmy, ze a(n) jest wielomianem zmiennej n
P(n)
=0.

stopnia 12, tzn. a(n) = n'? 4+ P(n), gdzie deg P < 11. W szczegdlnosci limn 00 = 17 =



f)

g)

h)

Gdyby istniaty stala C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze |a(n)| < Cn* dlan > N, gdzie
k € (0,12), mieliby$my

1 ‘rlk le 1% k
. — i li n I 0,
C Snisla(n)]  noso 2+ Pm)]  noe FERECIT I

n12
bo limn 0 ﬁ =0, co jest niemozliwe.

Mamy n? —2n+3 = O(n?).Stad a(n) = (n?—2n+3)°> = O(n'?). Pokazemy teraz, ze a(n)

nie jest O(n*) dla zadnego k € (0,10). Zauwazmy, ze a(n) jest wielomianem zmiennej n
stopnia 10, tzn. a(n) = n!® + P(n), gdzie deg P < 9. W szczegdlnosci limy, .o P(B) =0.
Gdyby istniaty stala C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze |a(n)| < Cn* dlan > N, gdzie

k € (0,10), mieliby$my

1 k k e 0
C " nooolam)] n—eo n10 4 P(n)| n—oo ‘1 + 10) ‘ 1
n

bo lim ﬁ = 0, co jest niemozliwe.

Mamy n? +1 = O(n?) oraz 2n* + 3n — 8 = O(n%). Zatem a(n) = O(n? - n*) = O(n®).
Pokazemy teraz, ze a(n) nie jest O(n*) dla zadnego k € (0,6). Zauwazmy, ze a(n) jest wie-
lomianem zmiennej n stopnia 6, tzn. a(n) = 2n® + P(n), gdzie deg P < 5. W szczeg6lnosci
limn oo m = 0. Gdyby istnialy stata C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze [a(n)| < Cnk
dlan >N, gd21e k € (0,6), mielibySmy

1 nk nk 61 0

0< =< lim ——=1lim — = lim % _—2_0,
ST S lam)] T n B 2né+ P(n)| niréo‘HT(l)‘ 2

bo limy ﬁ = 0, co jest niemozliwe.

Mamy n® + 1 = O(n®) orazn? + n+ 1 = O(n?). Zatem a(n) = O(n3 - n*) = O(n”).
Pokazemy teraz, ze a(n) nie jest O(n*) dla zadnego k € (0,7). Zauwazmy, ze a(n) jest
wielomianem zmiennej n stopnia 7, tzn. a(n) = n’+P(n), gdzie deg P < 6. W szczegdlnosci
% = 0. Gdyby istnialy stata C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze |a(n)| < Cnk

dlan > N, gdzie k € (0,7), mielibySmy

limn o0

1
1 i nk nk oy

= lim ————— = lim 7—9—0
C " nowla(n)] n—o n? 4+ P(n)| n—>00‘1+ )‘ 1

bo hmn_>C>o L. =0,co jest niemozliwe.

Zauwazmy, ze
2-1 1
limwzlimni:hm 1-— =1

n—oo N n—oo n n—oo TLZ
Oznacza to, ze a(n) = O(n). Pokazemy teraz, ze a(n) nie jest O(n*) dla zadnego k € (0,1).
Gdyby tak bylo, to istniatby stata C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze a(n) < Cnk dla
n > N, gdzie k € (0,1). MielibySmy wtedy

co jest niemozliwe.



j) Zauwazmy, ze

17.4 (a)
(b)

(c)
(d)
(e)

()

(8)

(h)

()

vn2 1
limmzlimni—i_n:lim 1+—=1.
n—oo n n—oo n n—oo n

Oznacza to, ze a(n) = O(n). Pokazemy teraz, ze a(n) nie jest O(nk) dla zadnego k € (0,1).
Gdyby tak bylo, to istniatby stata C > 0 oraz wskaznik N € N takie, ze a(n) < Cn* dla
n > N, gdzie k € (0,1). MielibySmy wtedy

1 le le 11_k 0
0< == lim — = lim ——— — | n — 20,
C ™ niooan) noevnZin noeo il 1

mn

co jest niemozliwe.

Podana réwnos¢ jest prawdziwa, bowiem 2™ 1 = 2. 2™ i w konsekwencji 2" 1 = O(2M).

Podana ré6wnos¢ nie jest prawdziwa. Bowiem gdyby tak byto, to istniatby stata C > 0 oraz
wskaznik N € N takie, ze 22 < C-2™" dlan > N. I wtedy

T .20 1
OSC T T

co jest niemozliwe.
Podana réwnos$¢ jest prawdziwa, gdyz n + 1 = O(n) i w konsekwencji (n + 1)2 = O(n?).
Podana réwnos¢é jest prawdziwa, gdyz (200n)? = 40000n? = O(n?).

Podana réwnos¢ jest prawdziwa. Zauwazmy bowiem, ze

) 1
lim 083 _ {00} H lim M  fim 108X [OO}
X—+00 \/;( (o) X——+00 2¢/x x7tooln3- ﬁ >
2 4- x11n3 _ 8 8

X—>+001n3-2\/§ x=+ooIn“3.,/x  +00

logg n

A zatem ilimp o = 0, co pokazuje, ze log% = 0(y/mn).

log,m _ 5 _
log,2 §log4n -

Podana réwnos¢ jest prawdziwa, bowiem log, n° = 5log,n = 5 -
O(log, 1).

Podana réwnos¢ nie jest prawdziwa. Bowiem gdyby tak bylo, to istniatby stata C > 0 oraz
wskaznik N € N takie, ze log, n™ < Clog,n dlan > N. [ wtedy
1 log, n . log,m .1

0< == lim = lim = lim — =0,
C n-ox log2 n"t  n—oo n,]()g2 n n—ooon

co jest niemozliwe.

Podana réwnos¢ jest prawdziwa, bowiem y/n+1 = O(y/n). Zatem (y/n+1)* = O(\/ﬁ4) =
O(n?).

Podana ré6wnoé¢ nie jest prawdziwa. Gdyby tak byto, to istnialby stata C > 0 oraz wskaznik
N € N takie, ze 40™ < C-2™ dlan > N. I wtedy

1. o2r 1
0<&=lm on= lim >0 =0,

co jest niemozliwe.

Podana réwnos¢ jest prawdziwa, bowiem (40n)? = 1600n? = O(n?).
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(k) Podana réwnos$¢ nie jest prawdziwa. Gdyby tak bylo, to istnialby stata C > 0 oraz wskaznik

N € N takie, ze (2n)! < Cn!dlan > N.Iwtedy
1 i L lim ! =0
C n=oo(2n)! n=eo(n+1)-n+2)-...-2n—-1)-2n

co jest niemozliwe.

(1) Podana réwnos¢ jest prawdziwa, bowiem n + 1 = O(n). Zatem (n + 1) = O(n).

17.5 Skoro a(n) = 3n* + O(n) oraz b(n) = 2n® + O(n), to istniejg ciagi c,d: N — R takie, ze
a(n) =3n* +¢(n), b(n) =2n3 + d(n), c(n) = O(n) oraz d(n) = O(n). Wtedy a(n) +b(n) =
3nt+2n3 + ¢(n) + d(n). Zauwazmy réwniez, ze 2n® = O(n3), c(n) = O(n3) oraz d(n) = O(n3).
Stad wynika, ze a(n) +b(n) = 3n* + e(n) = 3n* + O(n3), bo cigg e(n) :=2n% +c(n) + d(n) jest
O(n3). Przejdziemy teraz do oszacowania asymptotycznego tempa wzrostu iloczyny ciggéw a i
b. Mamy

a(n)-bm) = (Bn*+c(n)) - 2n’ +dn)) =6n’ +3n*-d(n) +2n%-c(n) +c(n) - d(n).
Niech
f(n):=3n*-dn)+2nd-c(n)+cn)-d(n).
Zauwazmy, ze
3nt-dn)=0mn*-n)=0mn°%, 2nd.c(n)=0mn% n)=0(Mn?
oraz c(n)-d(n) = O(n-n) = O(n?). Zatem 2n3-c(n) = O(n’) oraz c(n) - d(n) = O(n°). Wynika
stad, ze f(n) = O(n°) i w konsekwengji a(n) = 6n” + f(n) = 6n” + O(n°).

17.6 Niech a(n) = n® oraz b(n) = n. Wtedy oczywiscie a(n) = O(n®) oraz b(n) = O(n?). Ale na

podstawie Zadania 17.2 cigg EE:% =n* nie jest O(n?).

17.7 (a) Niechn € N oraz niech m := cyrr(n). Wtedy liczba 10 (1) jest jedynka z m zerami.
Jest wiec to liczba (m + 1)-cyfrowa i jako taka jest wieksza od liczby m-cyfrowej n. Stad
n < 109", Z drugiej strony, liczba 10 (™)1 jest najmniejszg liczbg m-cyfrowq. Zatem
10CYFR(11)71 <n.
(b) Na podstawie poprzedniego podpunktu wiemy, ze dla kazdego n € N mamy n < 10<™=(m),
Logarytmujac te nieréwnos¢, otrzymujemy log,,n < cyrr(n) dlan € N, co oznacza, ze
log,,n € O(cyrr(n)).

)—1

(c) Na podstawie podpunktu (a) wiemy, ze dla kazdego n € N mamy 10" < n.

Logarytmujac te nieréwnos¢, otrzymujemy cyrr(n) < 1+ log;,n dlan € N. Stad wynika
juz, ze cyrr(n) € O(log,,n).
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