Rozpziatr 16

SZEREGI

TEORIA

Szerec. Niech dany bedzie pewien ciag (an)nen. Wyrazenie a; + ax + az + ... +an + ...
nazywamy szeregiem, liczby ay, a,, ...nazywamy wyrazami szeregu, a element a,, — wyrazem
0golnym szerequ. Szereg a; + A, + az + ... + an + ... skrétowo oznaczamy réwniez ) >, an.

Sumy czesciowk szerecu. Niech dany bedzie pewien cigg (an)nen. Ciag s1 := ay, 82 := a1 +ay,

. . s . (o0}
.o, Sn =1+ ay + ...+ a,, ...nazywamy ciagiem sum czesciowych szeregu ) . an.

Suma szerecu. Niech dany bedzie pewien cigg (an)nen- Jezeli cigg (Sn)nen sum czeSciowych
szeregu ) . _; a, jest zbiezny do granicy skoriczonej s, to méwimy, ze szereg Y ,._; a, jest
zbiezny, a liczbe s nazywamy sumg tego szeregu piszemy wtedy > | a, = s. Szereg, ktéry
nie jest zbiezny nazywamy szeregiem rozbieznym.

[e) .

WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI SZEREGU. Jesli szereg > ”°_; a, jest zbiezny, to limy, _,o, an = 0.

KryTERIUM 1LORAZOWE (D’ALEMBERTA). Niech bedzie dany szereg > | a,,, gdzie a, > 0dla

n € N, oraz niech &« = lim,,_, % Woébwczas:
mn

[e.¢] .

o jezeli o« < 1,to szereg ) ., a, jest zbiezny,

[eo¢] .

o jezeli o« > 1, to szereg ) |, a, jest rozbiezny,
e jezeli x =1, to kryterium ilorazowe (d’Alemberta) nie rozstrzyga zbieznosci szeregu

Y oy Qn, tzn. szereg > -, a, moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.

KryTtERIUM PIERWIASTKOWE (CAUCHY'EGO). Niech bedzie dany szereg ) -, an, gdzie a, > 0
dlan € N, oraz niech « = lim,, ., Va,. Woéwczas:

e jezeli a < 1,to szereg > ., a, jest zbiezny,
e jezeli « > 1, to szereg ) ., a, jest rozbiezny,

e jezeli x = 1, to kryterium pierwiastkowe (Cauchy’ego) nie rozstrzyga zbieznosci szeregu

o0 .

Y o, an, tzn. szereg Y -, a, moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.



Uwaga: Kryterium pierwiastkowe (Cauchy’ego) jest mocniejsze niz kryterium ilorazowe
(d’Alemberta), tzn. we wszystkich przypadkach, gdy kryterium d’Alemberta daje odpowiedz
na pytanie dotyczace zbieznosci szeregu, odpowiedz t¢ mozna otrzymac takze za pomoca
kryterium Cauchy’ego. Istniejg jednak szeregi, ktérych zbiezno$¢ mozna wykaza¢ w oparciu
o kryterium Cauchy’ego, ale w ich przypadku kryterium d’Alemberta nie daje rozstrzygniecia.

KRYTERIUM POROWNAWCZE 1. Zalézmy, ze 0 < a, < b, dlan > ny, gdzie ng jest pewna

ustalong liczbg naturalng. Wéweczas:
e jezeliszereg ) °_, by jest zbiezny, to zbiezny jest szereg > ., an,

e jezeli szere * . an jest rozbiezny, to rOwniez szere * by jest rozbiezny.
n=1 n=1

KRYTERIUM POROWNAWCZE 2. Zal6ézmy, ze a,, > 0 oraz b, > 0 dlan € N oraz niech & =
limy, o 22. Jezeli x € (0,+00), to badz oba szeregi }__, a, oraz Y 7, by, s3 zbiezne, badz
oba sg rozbiezne.

Uwaga: Szeregiem, z ktérym najczesciej poréwnujemy dany szereg w kryterium poréwnaw-

= 1
> o

n=1

czym, jest szereg Dirichleta

Jezeli a € (0, 1], to szereg Dirichleta jest rozbiezny do 400, natomiast jezeli a > 1, to szereg
Dirichleta jest zbiezny.

KRYTERIA ZBIEZNOSCI SZEREGOW —UWAGI. Podane powyzej kryteria sg najbardziej znanymi i po-

wszechnymi kryteriami badania zbieznoSci szeregéw. Nie sg one jednak jedyne. W ksigzce
G. M. Fihtenholza Rachunek rézniczkowy i catkowy, tom 2 mozna znalez¢ rowniez inne kryteria
zbieznosci szeregéw o wyrazach nieujemnych (dodatnich): kryterium Raabego, Kummera,
Bertranda, Gaussa, Maclaurina—Cauchy’ego (catkowe), czy w koricu kryterium Jermakowa.

SZEREGIEM GEOMETRYCZNYM nazywamy szereg postaci ) ., ai-q™ ', gdzie a; i q sg pewnymi
liczbami rzeczywistymi. Jezeli |q| < 1, to szereg geometryczny jest zbiezny do sumy 2.
Szereg geometryczny jest rowniez zbiezny, gdy a; = 0; wtedy suma jest 0. Jezeli natomiast
a; # 0 oraz |q| > 1, to szereg geometryczny jest rozbiezny.

/. ADANIA

Zadanie 16.1. Wykazaé rozbiezno$c¢ szeregu korzystajac z warunku koniecznego zbieznosci

szeregow:
= 1 B n
@ 2w © 2 T
(b) icos(sin%), (d) in(\/nz—ﬂl— \/n2—4),
n=1 n=2



(e) Z(—l)nz (f) TlZ_lsin %ﬂ

n=1

Zadanie 16.2. Korzystajac z kryterium ilorazowego d’Alemberta zbada¢ zbiezno$¢ szeregow:

(a) i;_; () ilO“n.!’ Zntg — (1)
n=1

(b) Z 10? (f) Zj‘% i) ;2nn+!1'
= 1 = b vn!
(c) nzl(zn—w (8) nZ 3 (k) nzlnzp

n+1 0 00
@ > W Y e oy "L
n=1 n=1

Zadanie 16.3. Korzystajac z kryterium pierwiastkowego Cauchy’ego zbada¢ zbieznos¢ szere-
gow:

(a) Z“— (e) niz“n“’ (i) Z e T
> S ® i(’;—;;)w P
© Y Gl ® > 5 (" 0w S e

@ 33 »(2) w > Mo 0> (%)

Zadanie 16.4. Stosujac kryterium Cauchy’ego udowodnié zbiezno$¢ szeregu

iz(—l) -
n=1

Pokaza¢ tez, ze kwestii zbieznoSci tego szeregu nie rozstrzyga kryterium d’Alemberta.

Zadanie 16.5. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadac zbieznos¢ szeregow:

(a) Zlﬁ/ (c) Zl\/%/ (e) Zn +1,

—_

(b) 3 2"sin ., (d) Y ysin? L, "y

n=1

3

3

n



© 1 = 24 (=1
(8) ;ﬁ/ §) nZ_l (Vn+1-vn), (m) T; T(Lz :
— 1 — (1+n — (..
® Y © 3 (1) @ 3 (sn o
0 ZHL/ W 3 sin © > jet

Zadanie 16.6. Znalez¢ sume nastepujacych szeregéow

a)Z

16.1 (a)

(b)

(c)

(d)

(e)
()

162 (a)

— 3" 42" — 2n—1
b —
RozwiazAaNia
Poniewaz

im a, = lim
n—oo

—— =140,

n—oo /N
szereg jest rozbiezny.

Poniewaz

lim an, = lim cos(sin ;; 1) = cos(sin0) = cos0 =1 #0,
n—oo n—oo

szereg jest rozbiezny.

Poniewaz
li — i LS L 140
A T T e
n?
szereg jest rozbiezny.
Poniewaz
244 2 _
lim an = 11mn\/n2+4 Vn2 — v+ vn
n—oo \/Tl2+4+\/n2_

lim fn
n—eo \/n2+4 + vn? —
lim

n—>oo\/1 2+\/1_7

Z zadania 15.13 (a) wiemy, ze cigg o wyrazie ogélnym a,, = (—1)™ nie posiada granicy:.

=40,

szereg jest rozbiezny.

Oznacza to, ze nie moze on dazy¢ do zera. Tym samym szereg jest rozbiezny.
Z zadania 15.13 (c) wiemy, ze cigg o wyrazie ogélnym a,, = sin * nie posiada granicy.

Oznacza to, ze nie moze on dazy¢ do zera. Tym samym szereg jest rozbiezny.

Poniewaz

51’1
- — = lim
n! n—oo

(m+1)!

. an+1
o= lim e

n—oo aTl

= lim

n—o00

=400 >1,

1

szereg jest rozbiezny.



(b) Poniewaz

o = lim Antt _ lim &HL’: lim i:O<1,
n—oo dn n—oo (M+1)1 10 n—oocom+
szereg jest zbiezny.
(c) Poniewaz
!
o= lim a;? :J%m = Jim (2n—|—2)1(2n+3) =0<1L
szereg jest zbiezny.
(d) Poniewaz
o= lim Antl _ lim (n+2)5™7 . T -3n = lim M = § <1
n—co dn n—oo 2M.3n+l (4 1)5"1 nscob(n+1) 6
szereg jest zbiezny.
(e) Poniewaz
n+1 | |
o=, a:j = s, 10(2n(:$!1). ' 1((2):31' = dm, 2n5—|— ==L

szereg jest zbiezny.

(f) Poniewaz

1n+1 I 1 n
o= lim Sl DT b <1+n> —e>1,

n—oco dn nosoo (M4+1) M noowo
szereg jest rozbiezny.

(g) Poniewaz

ol S (M1 2m 43T
o= m an  nseo2ntl ygntl T 5
5 2\n
£ 1
— lim (1+1> '(3)27le<1,
n—o0 n 2. (§) +3 3
szereg jest zbiezny.
(h) Poniewaz

o= lim % — i (2n+2)! (n)2e™ m 2n+1)(2n+2) 4 o1
C n—oo anp  nooo (M4 1)12entl (2n)! nSee e(n+1)2 e

szereg jest rozbiezny.
(i) Poniewaz

1) tg(2—(n+2) 1\ tgme 1
n—oo O n—oo ntg(z_(“"'l)ﬂf) n—oo0

(zob. Zadanie 4.15 (f)), szereg jest zbiezny.

(j) Poniewaz

! n n+1)(1+ 4
o= lim Inil _ (n+1) -2 +1:hm( + +2):+oo>1
nseoo  ap n—boo 2n+1 4 1 n! n—o0 24‘2%

szereg jest rozbiezny.



(k) Poniewaz

1)! 2yn
x = lim Ant1 _ lim (n+1) n

n—oo an n—oo (4 1)2.2n+1 . vn!
.1 n?
SV ey e
szereg jest rozbiezny.
(1) Poniewaz
L 1 o n n3™ 1 n? 1
Cxinlgr;o an 7&2%0 (n+1)-3ntl n—1 7nh—r>r<1>o§.n2—1 ~3 <1
szereg jest zbiezny.
16.3 (a) Poniewaz
) . n/md . (¥m)P 1
o= i, Vo= Jim {f g = Jim =<

szereg jest zbiezny.

(b) Poniewaz

. o 9Y3 9
T Ve e i e
2
szereg jest rozbiezny.
(c) Poniewaz
(M)
o=l Ve = Y ey T 2

szereg jest zbiezny.

(d) Poniewaz

n \"™ n \" 1\ "
a= lim ¥a, = lim { 5“() = lim 5<+1> = lim 5<1+n> =5e™

n—o0 n—oo

szereg jest rozbiezny.

(e) Poniewaz

1
o= lim, an = lim, o= i g =0 <1,

szereg jest zbiezny.

(f) Poniewaz

N n—1 2n2—m 3 2n—1
o= lim ¥an = lim <n+z> :nl:f‘;o<1—n+2>

2n—1
n+2 3(@n—1)

-5 T2
~tim [(1- 2 —e %<1,
n—oo n—+2

szereg jest zbiezny.

>1,



(g) Poniewaz
. Y N R | N1
o= Jim, Van = lim 2“<nl) :T}Eﬁoz@_) =27

szereg jest rozbiezny.

(h) Poniewaz

. . n/ml00g9n o 99(ym)1%0 99
o= lm Van = lim 3\ Seon =AM 00 T 00 <V
szereg jest zbiezny.
(i) Poniewaz
1 1 1 1
o« = lim ¥a, = lim ——————— = lim = =—=+400>1,

n—oo n—oo . n—o0 1
“arcsin™ % arcsin .- arcsin 0 0

szereg jest rozbiezny.

(j) Poniewaz

o i, o = iy R R
szereg jest zbiezny.
(k) Poniewaz
o= lim Ya, = lim 2 —2>1

n—o0 n—oo n -+ 1 /

szereg jest rozbiezny.

(1) Poniewaz

) , (1T —=m\" o 1—m
o= lim ¥Ya, = lim = lim =0<1,

n—oo n—oo n2

szereg jest zbiezny.

16.4 Zauwazmy, ze

Stad dlan € N mamy

[ =
—_

n__ 1
L (=1
<2 <2

Z uwagi na fakt, ze funkcja x — +/x jest rosngca na [0, +0c0), na mocy twierdzenia o trzech
ciggach, otrzymujemy
1

i by (71)‘“7“ = —
Aim V2 2’

przypomnijmy bowiem, ze lim, .o ¥/a =1 dla a > 0. Na mocy kryterium pierwiastkowego
(Cauchy’ego) szereg

(e.0]
Zz(*l) -

n=1



jest wiec szeregiem zbieznym. Z drugiej strony iloraz

An+1
an
gdzie a, = 2(7U""™, jest réwny
_1\yn+1
An+1 . 2( 1) 21'1 :1 2(71)n+17(71)n

a,  2ntl To(-1)m
1 n+1 n+1 1 n+1 1 n+1

L (=) (=1) — —.922(=1) L4 =0T
2 2 2

To pokazuje, ze cigg ilorazéw (=% Gntl) oy nie jest zbiezny, bowiem zawiera dwa podciagi state:

jeden numerowany liczbami parzystynu o elementach réwnych £, a drugi numerowany liczbami
nieparzystymi o elementach réwnych 2. Nie mozemy wykorzysta¢ wigc kryterium ilorazowego,
bo granica

. Qn41
o= lim —*
n—oo dn

nie istnieje.

16.5 (a) Sposds 1. Dla kazdego n € N mamy ;- < 5-1—. Poniewaz szereg 5 »_; & jest rozbiezny,
rozbiezny jest rtéwniez szereg > w_; 7.
Spos6s 2. Poniewaz
n 1

li bn _ li
ey Bk 2n—1 2

. o0 1 - . . . . . 2 . . 00 1
iszereg ) _; - jest rozbiezny, rozbiezny ]est réwniez szereg ) | 5.

(b) Dlakazdegon € Nmamy 0 < 2"sin 7t < 2™ - & = m- (3)"; pierwsze szacowanie wynika
z nieréwnosci sin x < x prawdziwej dla dowolnego x = 0. Poniewaz szereg Y ;| 3) jest
zbiezny (jako geometryczny o ilorazie Iq\ < 1) zblezny jest rowniez szereg Z;’f_l 2™ sin 53

(c) Sposos 1. Dla kazdegon € N mamy 5 \f \/; Poniewaz szereg > \f jest roz-

1
4n—1°

biezny, rozbiezny jest rowniez szereg > 4

Spos6B 2. Poniewaz
b 1 1
lim — = lim L: lim ——— =~
n—oo Apn n—oo v /4n — 1 n—oo 4 1
n
iszereg > o, % jest rozbiezny, rozbiezny jest réwniez szereg Y o, \/ﬁ.

(d) Dla kazdego n € N mamy
1

3
2

1 1
0<\/ﬁsin2—<\/ﬁ-—2:
n n

n
Poniewaz szereg } ;1 - jest zbiezny, zbiezny jest réwniez szereg ) ;4 v/nsin®

(e) Sposos 1. Dla kazdego n € N mamy

n2+1

Poniewaz szereg > o, % jest rozbiezny, rozbiezny jest réwniez szereg > o, p g

SrosoB 2. Poniewaz

b 241 3 1
lim —& = lrnn+ n= limn+nzlim<1+2>:l
n

n—oo An n—oo Tl_3 n—oo Tl_3 n—oo

i szereg Y s, + jest rozbiezny, rozbiezny jest réwniez szereg Y >, “nng.

8



()

(8)

(h)

(1)

()

Poniewaz

lim b—n lim ‘n=lim —=1

n—00 an n—oom \/> n—oo0 \/>
iszereg Y % jest rozbiezny, rozbiezny jest réwniez szereg ) o, n*lli\/ﬁ
Spos6s 1. Dla kazdego n € N mamy
1 _ 1 < 1
Van  vnZ+2n? T vnZ+on’

2 . . o0 1 . . . . . 2 . . o0 1
bon < n”. Poniewazszereg ) " ;- jestrozbiezny, rozbiezny jest réowniezszereg ) ", Nt

SrosOB 2. Poniewaz

li bn—l' 71 Li Li
ngrgoain_ngrcl)o,/n2+2n n_ngr;o 2 ngr;o 2
\/ n

iszereg Y w_; X jest rozbiezny, rozbiezny jest réwniez szereg Y %_; \/ﬁ

Zaczniemy od wykazania nieréwnoéci Inx < x dla x > 0. W tym celu rozwazmy funkcje
f: (0,400) — R dang wzorem f(x) = Inx — x. Mamy f'(x) = % — 1 Stad f'(x) > 0dla
0 < x < lorazf’(x) < 0dlax > 0.Oznacza to, ze w punkcie x = 1 funkcja f ma maksimum
f(x) = —1. W konsekwengji In x — x = f(x) < —1 < 0 dla wszystkich x > 0. Zatem Inx < x
dla x > 0.

Stosujac powyzsza nieréwnosé¢ dla n > 2 otrzymamy

1 1
< —.
n Inn

1

Poniewaz szereg Y »_; + jest rozbiezny, rozbiezny jest rowniez szereg Y |

Spos6s 1. Dla kazdego n € N mamy

bo 1 < n*dla k € N. Poniewaz szereg ) o_; % jest zbiezny, zbiezny jest rowniez szereg
ZOO 14n?
n=1 14n%"

SrosOB 2. Poniewaz

bn . 14m2 , o n?4nt 41
lim — = lim 7N = lim = lim
n—00 Qp n—oo 1 4+ n n—oo 14+n n—)oof_|_1
iszereg 3 7 - -1 jest zbiezny, zbiezny jest réwniez szereg 5 °°_, %124

Dla kazdego n € N mamy

vn+l—yn _ vn+l-yn vn+l+yn 1
n B n Vntl+yn nlVn+l+yn)

Stad
\/; —vn _ 1 1
n n(vn+1+ \F ny/no onr
Poniewaz szereg > 4 3 > jest zbiezny, zbiezny jest rtéwniez szereg Y % ; 1 (y/n+1—

vn).

NI



(k)

M

(n)

(0)

16.6 (a)

Dla kazdego n € N mamy

1+n2\? - n?+n?\> 4
1+n3) = nd - n?
bo1 < n? Poniewaz szereg > >°_, % jest zbiezny, zbiezny jest rowniez szereg > %4 (

1+n? )2
1+n3

Sposds 1. Poniewaz sin 0 = 0 oraz sin Z = 1 oraz na przedziale (0, 37r) funkcja sinus jest
wklesta, piszac wzér prostej przechodzacej przez dwa punkty, mozna nietrudno sprawdzi¢,
ze 2x < sinx dlax € [0, 3n1]. Dla kazdego n € N mamy

2 1 o1
— - — < sin —,
T N n

bo L € [0,37]. Poniewaz szereg Y o, + jest rozbiezny, zbiezny jest réwniez szereg

> sinl.

SroséB 2. Poniewaz .
. bn . sin=
lim — = lim I n =1
n—00 an n—oo

n

(przypomnijmy;, 2 =1) iszereg Y %,  jest rozbiezny, zbiezny jest réwniez
szereg Y % ;sin L.
Dla kazdego n € N mamy
0< 2+ (;1)“ 3
n

24 (-1

Poniewaz szereg ) o, % jest zbiezny, zbiezny jest réwniez szereg ) 4 2

2

Raz jeszcze wykorzystamy nieréwnosé 2x < sinx dla x € [0, 371). Poniewaz dlan € N

mamy % €0, %7{], Z powyzszej nierdwnosci otrzymujemy

1 sin® —= 1 4

sin — -

1
to — — > S
Vn g\/ﬁ COS% yn~ om on

Poruewaz szereg > »_; 1 jest rozbiezny, rozbiezny jest rtéwniez szereg > %, (sin \} .

Poniewaz
. bn . 1 _1 . _1 0

lim — = lim —e » . n= lim e »=¢" =1

n—oo aTl n—oo N n—oo
iszereg ) 1 ]est rozbiezny, zbiezny jest réowniez szereg Y e_l/ n,
Rozktadajac utamek

1
nn+1)

na utamki proste, otrzymujemy

1 _1 1
nm+1) n n+1

Zatem k-ta suma czgéciowa sy rozwazanego szeregu jest rowna

k k
1 1 1 1
=y —— = ) =1
Sk Zn(nJrl) Z(n n+1) k+1
Stad

ad 1
Znn+1 = Jim s = lfio(l_kﬂ)

n=1

10



(b) Ze wzoru na sume szeregu geometrycznego, otrzymujemy

= 3"+ o1 o 1 3
Lo Trmtlmoiirtiirs

1
n=1 n=1 n=1 2

wim
|

Wl
N W

(c) Zauwazmy, ze

-1 «— n = 1
Z om = Z om—1 Z om”
n=1 n=1 n=1

Drugi z tych szeregéw jest szeregiem geometrycznym oraz
3 e
— 2n

Pozostaje nam zsumowac pierwszy z powyzszych szeregéw. Zauwazmy, ze mozna go

N[—=
—_

N\*—‘

przedstawic¢ w postaci

> 1 1 1
Z —+§+?+§+
1 1 1
toityata
1 1
T Tt
1
tos T
Stad
[e%e] o0 [ee] 1 o0 2Lk o0 1 2
Z 1= D w2 T2 i1
n=1 k=0n=k k=0 2 k=0 2
Ostatecznie
o0 2 o
y = —1=3.
n=1
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