Rozpziat 15

(GRANICA CIAGU

TEORIA

CIAGIEM (an)neny Nazywamy przyporzadkowanie, ktére kazdej liczbie naturalnej n przypo-

rzadkowuje liczbe rzeczywistg a,,. Innymi stowy ciag (an)nen jest funkcjg z N do R. Liczby
ay, Qy, . .. Nazywamy wyrazami ciggu (an )nen, a element a,, nazywamy wyrazem ogélnym.

GraNICA c1acu. Méwimy, Ze cigg (an)neny ma granice g € R, co zapisujemy symbolicznie

limn o an = g, jezeli dla kazdej liczby ¢ > 0 mozemy znalez¢ taki wskaznik N € N, Ze
lan — gl < e dla kazdegon > N. Ciag, ktéry posiada granice g € R nazywamy zbieznym.
Moéwimy, Ze cigg (an)nen ma granice +oo, co zapisujemy symbolicznie lim,, o an, = +oo,
jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znaleZz¢ taki wskaznik N € N, ze a,, > M dla kazdego
n > N. Ciag, ktéry ma granice +oo, nazywamy rozbieznym do plus nieskoriczonosci.

Moéwimy, ze cigg (an)neny ma granice —oo, co zapisujemy symbolicznie lim,, o, a, = —o0,
jezeli dla kazdej liczby M > 0 mozemy znalez¢ taki wskaznik N € N, ze a,, < —M dla
kazdego n > N. Ciag, ktéry ma granice —oo, nazywamy rozbieznym do minus nieskoriczonosci.

Granica ciacu: uwaca. Niech a € R. Wprost z definicji granicy ciggu wynika, ze lim,, .o an =

a wtedy i tylko wtedy, gdy lim,,_,«|an, —a| = 0. W szczeg6lnosci lim,, o, a, = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy lim,,_, o |an| = 0.

Popciac. Niech dany bedzie ciag (an)nen. Kazdy cigg postaci an,, an,, an,, an,, ... (ktéry
symbolicznie mozemy zapisac jako (an, Jken), gdzien, € Norazl <ny <mn, <mnz <mny <...

nazywamy podciggiem ciaggu (an)nen.

GRraANICA PODCIAGU. Jezeli cigg (an)nen posiada granice (skoriczong lub nieskoriczong) g,

to réwniez kazdy jego podciag posiada granice réwng g. Innymi stowy, jezeli pewne dwa
podciagi tego samego ciggu (an )nen S3 zbiezne do réznych granic, to cigg (an)nen nie posiada
granicy.

GRraANICA 1 NIEROWNOSCI. Jezeli wyrazy ogélne ciagdw (an)neny oraz (bn)nen spelniajg

nier6wnos¢ a, < b, dlan € N oraz jezeli lim,_,,, a, = ailim,_,, by, = b, gdzie a,b €
R U{+oo},toa < b.

Uwacga: Cho¢ przejscie do granicy ciggéw zachowuje nieréwnosci, nie zachowuje ich , 0stro-
ci”, tzn. nawet jezeli a,, < b, dlan € N, to nie mozemy twierdzi¢, ze a < b. Wystarczy

. P . 1 . . 1
bowiem zauwazy¢, ze wyrazu ciggu (;)HGN sq dodatnie, ale lim,, o, = = 0.



TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH. Jezeli wyrazy ogélne ciagéw (an )nen, (bn)nen 0raz (cn)nen

spelniajg nieréwnos¢ a,, < b,, < ¢, dlan € Norazjezeli ciagi (an)neni (Cn)neny maja wspdlng
granice g € RU{%o0}, tzn. limy_,o, an = lim,_, ¢ = g, to cigg (bn )neny ma te sama granice,
§. limp 00 b = g.

DZIALANIA ARYTMETYCZNE NA CIAGACH ZBIEZNYCH. Jezeli ciagi (an)nen Oraz (byn)nen sa zbiezne

odpowiednio do liczb a oraz b, tzn. lim,,_,,, a, = a oraz lim,,_,., b, = b, to
e ciag (an + bn)nen zbiega do a + b, tzn. lim,, ,o(an +bn) =a+Db,
e cigg (an — bn)nen zbiega do a — b, tzn. lim,_,(an —bn) =a—>,
e cigg (an - bn)nen zbiegado a - b, tzn. lim,, , a, - by =a-b,

e ciag (g_:)neN zbiega do ¢, tzn. lim,, o, ™ = ¢, 0ileb # 0 orazb, #0dlan € N.

an
bn

SymBOLE NIEOZNACZONE. W powyzszym twierdzeniu ograniczyliSmy sie do ciaggéw zbieznych

z uwagi na mozliwo$¢ wystapienia tzw. symboli nieoznaczonych, ktére, jak wskazuje nazwa, nie

0 =
07 oo’/

maja jednoznacznie ustalonej wartosci. Symbolami nieoznaczonymi sg:
0 0
0%, 1, o0”.

o0 — 00,0 0,

Monotoniczno$¢ ciacu. Cigg (an)nen Nazywamy

e rosngcym, gdy a, < a,41 dla kazdegon € N,
o malejgcym, gdy an 1 < a, dla kazdegon €N,
o niemalejgcym, gdy an < an1 dlakazdegon € N,

o nierosngcym, gdy an41 < an dla kazdegon € N.

Ocraniczono$¢ ciacu. Ciag (an )neny Nazywamy

e ograniczonym z dotu, gdy istnieje taka liczba m € R, Ze m < a,, dla wszystkichn € N,
e ograniczonym z gory, gdy istnieje taka liczba M € R, ze a,, < M dla wszystkichn € N,
e ograniczonym, gdy jest on ograniczony z dotu i z gory.

Uwaca: Definicje ograniczonosci ciggu mozemy podac réwniez w nastepujacy rownowazny
sposoOb: ciag (an)nen jest ograniczony, gdy istnieje taka liczba M > 0, ze |a,| < M dla wszyst-
kichn € N.

OGRANICZONOSC CIAGU A ISTNIENIE GRANICY. Kazdy cigg zbiezny do granicy skoniczonej jest

ograniczony. Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe, bowiem cigg o wyrazie ogélnym
(—1)™ jest ograniczony, ale nie posiada granicy. Jezeli jednak do ograniczonosci , dorzucimy”
monotoniczno$¢, to otrzymamy nastepujgce wyniki:

e cigg niemalejacy (rosnacy) i ograniczony z gory posiada granice skoriczong,

e cigg nierosnacy (malejacy) i ograniczony z dotu posiada granice skoficzona.
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WAaZNE GrRANICE. Ponizej zebrano podstawowe granice ciggow:

o lim /n=1,

n—oo

o lim {Ya=1,jezelia >0,

n—oo

o lim a™ =0,jezeli|al <1,
n—oo

e lim (1+ an)ﬁ = e, jezeli lim a,, =0oraza, #0dlan eN.
n—oo n—o0

/. ADANIA

Zadanie 15.1. Korzystajac z definicji granicy ciggu pokaz, ze

2+ (D" 0, (b) lim ntl_ 2, () lim 2¥™ = +o0.

(a) lim n—oco

n—o00 n n—oo N +1

Zadanie 15.2. Pokaz, ze cigg zbiezny ma tylko jedng granice, tzn. jezeli lim,_,, a, = a oraz
lim,_,, an =b,gdziea,b € R, toa="b.

Zadanie 15.3. Pokaz, ze jezeli ciag (an )nen jest zbiezny do liczby a, to lim,, o |an| = |al.

Zadanie 15.4. Oblicz nastepujace granice:

@) fim S © Jm "t
©) Jim SOMINET ®) m gy
© Jm s ® lim
@ I g e O Jim
(@ lim TR ) tim T

Zadanie 15.5. Oblicz nastepujgce granice:
(a) lim (Vn+2—+/n), (g) lim 1 )
e n—eo \/An2 4+ n —2n
(b) lim (vn—+vn+3),

. 1
() lim (n—v/n®+5n), (h) o, 3n —v/9n2 +5n’
(d) T%i_r)rgo(\/nz—l—?)n—n), ) lim VIFnZ—+1+4n2
(e) lim (3n—/9n2 +9n +18), e b
n
. 2 _ i lim .
(f) lim (v/4n? 4 8n +12—2n), 0 Mm s AT



Zadanie 15.6. Oblicz nastepujace granice:

o am(1-2)" 0 (222)"
o (i)’ o g ()"
0 im(:35)" o am (00)
@ 1m (") W m (22"
© i (2" 0 i ()"

Zadanie 15.7. Oblicz nastepujgce granice:

4 3 log, n logs
(a) lim 082" (b) lim 128™ jm > (d) lim 222>

n—oo 1088 n2’ n—o0 10g3 né’ n—ro0 4log; m’ n—oo 1610821 °

Zadanie 15.8. Oblicz nastepujace granice:

wam(1-2)( D) L) (1)

(b) li ! + L + ! +...+ !
im it ——,
n—oo\1-2 2.3 3-4 nn+1)
. 142-3+44+5—-64+74+8—-9+...—3n
(c) lim .
n—oo n4+n-+1

Zadanie 15.9. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach, oblicz nastepujgce granice:

(@) Jim Y079 (© fim {5 ()" 43 ()" 42 ()
(b) lim /5" +6n+7m, (d) lim {/4-(3)"+6-(3)"+2-(7)"

n!
Zadanie 15.10. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach oblicz lim —.
n—oo NN

Zadanie 15.11. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wykaz, ze

1 1 1 1
lim + + +...+—):1.
ﬂ—><>0<\/n2 +1 Vn2+2 Vn2+3 Vn2+n

Zadanie 15.12. Na podstawie twierdzenia o trzech ciggach wykaz, ze jezeli ciag (an)nen jest
zbiezny do zera, a cigg (b )nen jest ograniczony, to lim,,_,« anbn = 0.



Zadanie 15.13. Pokaz, Zze ciag o wyrazie ogélnym a,, nie posiada granicy, gdy

(a) an = (—1)", (c) an = sin “7”
1+ (1"
(b) an = 2= (1 (d) an =cos %ﬂ

Zadanie 15.14. Zbadaj monotoniczno$c¢ i ograniczonos$¢ ciggu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

Bn+1 n

(a) an:3n—2, (C) an:m, (e) an_an
2n—1 2n

(b) an =-5n+3, (d) an = n+1l’ (f) anzm-

Zadanie 15.15. Wykaz, ze cigg

a1:\/§, ap; = \/2—|—\/§, asz = \/2—|—\/2—|—\/§,

posiada granice skoriczona.

RozwiazaNia

15.1 (a) Ustalmy dowolny ¢ > 0. Niech N bedzie liczbg naturalng wieksza lub réwng od 3¢~ 1.
Wtedy dla kazdego n > N mamy 2 < ¢ i w konsekwengcji

_1\n _1\n
'2+( 1) _O‘Z'ZH 1) gége
n n n
Oznacza to, ze
_1\n
n—o00 n

(b) Ustalmy dowolny ¢ > 0. Niech N bedzie liczbg naturalng wiekszg lub réwng od (1 —¢)e L.
Wtedy dla kazdegon > N mamy 1 — ¢ < ne i w konsekwengji

1

— <.
n+1 ¢
Zatem dlan > N otrzymujemy
2n+1_2: -1 < 1 <
n+1 n+1 n+1
To dowodzi, ze
o 2n+1
lim =2.
n—oo N+ 1

(c) Ustalmy dowolng liczbe M > 0 oraz niech N bedzie liczba naturalng wiekszg lub réwna
od 10g§ M. Wtedy dla n > N mamy /n > log, M i w konsekwencji 2V™ > 2°&:M = M.
Oznacza to, ze

lim 2V™ = 4o0.

n—oo



15.2 Przypomnijmy, Ze nieréwnoscig tréjkgta nazywamy nieréwnosé
x -yl < x|+ Iyl

prawdziwg dla dowolnych x,y € R.

Chcemy oszacowac odlegtoé¢ liczb a i b, czyli wyrazenie |a — b|. Dla dowolnego n € N dzieki
nieréwnosci tréjkata otrzymujemy

la—bl=|(a—an) + (an —b)| < [a— an|+ |an —b.

Traktujemy wyrazenie |a — b| jako cigg staly mozemy w powyzszej nieréwnosci przejs¢ do
granicy. Dostajemy

la—bl= lim |Ja—b| < lim |a — an|+ lim |[a, —b] =0,
n—00 n—o00 n—oo

bo

lim a, = a oraz lim by, =a.
n—oo n—oo

Zatem |a — b| = 0, co pokazuje, ze a = b.

15.3 Ustalmy dowolny ¢ > 0. Z zalozenia wynika, Ze istnieje liczba N € N taka, ze [a, — a| < e dla
n > N. Wtedy dlan > N mamy réwniez

llanl —lal] < Jan —a| < e.

Zatem
Jim Jan| = al.
154 (a)
2
i Aol WOE R TG) | AT 44020
5 = 3 = T, 1 - a
nooo 2n2—m+1 - moeon2(2n g 1) nsey Ly L2040
(b)
2
jm o2 MO D) 6t E 60040
n—oo 2n2 +4n -5 n—ooo n2(%+%_%) n—oo0 2+%—% 24+0-0
(c)
2
fim 3n?+5m+1 lim n’ (3 + % + 1) — lim n Tzt e _ 0+040 _
novoo =23+ 7n2 42 moeond(200 70ty 2y noeo 24 L4 2 24040
(d)
_5n? —
g M8 () Wt 0400
N0 Bnd —4n? 45  nsbo pa(3n _dnf L 5y nio 345 3040
n (3 — N + ) n
(e)
. n+2n—n n?(% 421 om+2—3 400420
lim = lim no— - NS — lim 5 =T
nooo M247Nn—9  nowp2(M g 7m 9)  nocol4l 5 1+0-0
n n n n



()

(8)

(h)

()

155 (a)

(c)

3
lim 7n3—5n—7: im nZ(%_%_%) = li %_% _F©—-0-0_
n—>oo—n2_n_|-4 n%wnZ(*TT;Z_%_i_%) n—>oo_]_%+$ —1—-0+4+0
8-9m—1 I (& — g 8—gr  8-0
lim =1 ( o5 = lim P =2
n—oo4.9M 47 n—>oogn('7n+97n) n—ood 4+ L 4+0

_6.5M gn(3 _ 65" 3 _6 _
im 3765 im —(5“ 5nn) = lim 2 _ =6 =-3
n—oo 24 2-5m n—>m5n(l+&) nooo 2 42 042
34 5ntl 5 (2 + o 245 045
A g 3520571(4:_5;1 = (" —5 0-5 -

, 2n+1 _3n+2 L 3“(2;:1 — %:2) 2(%)n —32 . 0—9 -1
nglgo 3n+2 1 5 T nSoo 3“(3;:2‘1‘3%) T NS 32_1_3% _9+0__

lim (Vi 42— i) = lim YE2oV Vnd2avn
n—oo n—00 1 Vn+2+./n

. Mm+2)—mn , 2 2
= lim ————— = lim = =
n—oo/n+24+/n nooym+24/n +oo

. o /n—vVn+3 yn+vn+3
1 — +3)=1 .
Jim (vn—+vn+3) = lim 1 Jntvnis
. n—(mn+3) -3 -3
= lim

————— = lim = =
n—oo /m4+yn+3 noom+yn+3  +o0

lim (n— v 1 5n) = lim oYM HSM n v+ 5n

noo n—oo 1 ntVnZt5n
. n?2—(n?2+5n) ) —5n
=lim ——=1m ————
NSk m4 V2 45n | nosen 4 vnZ 150
= lim —on = lim _oon
n—)oon+ n2(1—l—%) n—)oon_i_nm
-5 -5 5

= lim

T




(d)

2 _ 2
lim (m_n)_ li Vvne+3n—n vnc+3n+n

n—oo

(e)

= m .
n—oeo 1 vnZ+3n+n

n? +3n —n? 3n
= lim ——

= lim —
nooonZ+3n+n "o yVnZ+3n+n

= lim 3n = lim 3n

/M1 + ) +n

3 3
= lim —
e = Ve

lim (3n—v/9n? +9n + 18)

n—oo

()

= lim

—VIN2+9n+18 3n+vVIM2+9n+18

n—o00 1 3N+ +9n+ 18
. (Bn)2—(9n?+9n +18) . In?—9n? —9n —18
= lim = lim
n—o 3n 41912 +9n + 18 n—00 3n 4+ v/9n2 +9n + 18
—9n —18 —9n —18
= lim

lim
“—>°°3n+v9n2+9n—|-1 n—>°o3n+\/n2 9+ + )

—-9n —18
= lim = lim

90
T 3+v9+0+0 _5__5

lim (v/4n2 +8n+ 12 —2n)

n—oo

T VE10+0+2 4

VANZ +8n+12—2n V4nZ2+8n+12+2n

lim .
n—00 1 4n? +8n+12+2n
4n? 4+ 8n+ 12 —4n? im 8n + 12
lim

n—o0 \/4n2 + 8n 4+ 12 +2n n—>°°\/nz4+ +12)+2n

8n + 12 8+ 12
lim = lim

n—oo /4+ +T1122+2n n—00 4+ + +2

840 8 _,




(8)

1
lim

n—oo\/4n2 + n —2n
_ lim 1 Van? +n+2n
n—oo\4n?2 4+n—2n V4n?+n+2n
_ lim Van2 +n+2n lim VAnZ +n+2n
oo (4n24n) —4n?  nooo n
n2(4+l)+2n ny/4+ L +2n
= lim = lim —\/7
n—oo n—oo n
= li_I>n “44— +2=v4+0+2=2+4+2=4
n o0
(h)
lim 1
n—00 3n —1/9n2 +5n
— lim 1 3n+ Von? +5n
n—oo 3n —1/9n2 + 5n 3n+ V9n? 4 5n
— lim 3n+von?+5n lim 3n +vIn? +5n
C nSoo (3n)2 — (9n245n) nsco 9n2 —9n? —5n
3n+4/n2(9+2) 3 +ny/9+2
n—oo —5n n—oo —5n
o 3TVOER 3400F0 343 6
 n—oo -5 o -5 -5 5
(i)
 VTHANZ VT2 VT2 V1442 VT4 n2 V1 +4n2
lim = lim .
n—o0o n n—oo n \/1+TL2—|—\/1 + 4n2

(14+n2)—(1+4n?)
= lim
n—oon(y/1+n2 + 1+ 4n?2)

—3n?
= lim
n—oon(v/1+n2 +v1+4n?)
—3n

= lim
“_>°°\/n21+ )+ /124 + 25)

= lim

THOOn,/1+TLZ +n,/4+TLZ

= lim

e \/1+ 2+\/4+n2

\/1+ —1—\/4—1— 1+2
9




lim n — lim n V1+9n2 4+ /1 +n2
n—=0 /1492 —y14+n2 n=0y/14+9m2—V14+n2 V1+9n2++1+n2
= lim n(v1+9n2 + V1 +n?2)
~noe (149n2) —(1+n?)

n(v1+49n2 4+ V14 n2)

- r}gr;o 8n?2
V1492 +V1+n?
= lim
n—o00 8n

= lim
n—oo

\/n2(9—|— L)+ \/nz(l + 5
8n
n/9+ L +ny/l1+ %
8n
= lim

Vot E 1+ 5k
n—oo 8

CV9F0+VIFO0 341 1

= lim
n—,oo

15.6 (a)
n ) -2
lim <1—> = lim Kl—l—) ] =e 2
n—oo n n—oo
(b)
n 575
lim <1+> = lim [<1+5> } =ed
n—00 n—00
(c)
n —n —-n 213
lim (“) — lim <“+3> — lim <1+3> — lim [<1+3) } — 3
n—oco\Nn+3 n—00 n n—0co n n—oco n
(d)
n _1\ " 1 —
lim <> = lim <n> = lim <1+ > —e
n—oo\n— n—oo n n—oo
(e) Mamy
f (3M5NT _(Bn7 o1\ n+7 12 s
n—oo\ 3n +7  n—ooo\ 3n+7  noeo\3n+4+7 3n+47
ni7. —12 . (2n+5)
_12 12 3n+7
= li 1 —e 8
n%o[( +3T1—|—7> :| €
poniewaz
i T12@n+5) . —24n-—60 . 24— 0 24 s
n—oo In+7 Cnoo 3n+7 00 0 nooo 3+Z -3 )

n
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(f) Mamy

Co/am43\*™ 7 om—64+9\"™7  /on—6 9 \*n7
lim = lim (| ——— = lim

n—oco 2n—6+2n—6

2n—6

9
‘ 9 5] s (4n—7) 8
r}%o[<1+2n—6> } -
poniewaz
_9(4n-7) 36n—-63 . 36—%2 36
A T Al ST T am 3 5 —18
(g) Mamy

5-m2 452
S () ] e
poniewaz , )
Jim g = Jim = lim =8
(h) Mamy

poniewaz

Iim ———~— = lim = lim
n>oo N2+ n—ocon2 +3 71—>c>ol_|_i2
n

(i) Mamy

2T12 1 3n24n—1
Am <2n2 + 1>

i 2T12 +1-2 3n24n—1 i 2T‘L2 +1 N ) 3n24n—1
= 1 _— = 1
n—oo\ 2n241 n—o\2n?2+1 2n?2+1
li 1 -2 mlil iz (Bn?4n—1) -3
Rt | G ¢
poniewaz
_—2-(Bn?+n-1) . —6n?—-2n+2 . —b6-24+3%
nlgr;o n2 +1 _nlgréo 2nZ +1 _T}E)r;o 24 L 3
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(j) Mamy
3242 2n?2—n+5
T}E}})O <3n2 — 4)

32 —44+6 2n2—n+5 32— 4 6 2n2—nm+5
:T}E&( 324 ) :r}lféo<3n2—4 3n2—4>

6 In 4 311374.(2112—n+5) ]
24520[(”3112_4) } =<

poniewaz
_6-(2n2—m+5) | 12m2—én+30 . 12—&43
MR AT 307 g _T}gﬁoﬁ_él'
n
15.7 (a)
lim log, n‘: ~ im 4log,n o 41(;g2n
n—o00 1088 n n—oo 210g8 N n-oop, lzggzg
2
41] 4]
= lim ?gzn:hm Zogzn:4-§:6
n—oo 9., og?)zn n—oo £ log2n 2
(b)
It
. log, n3 . 3loggn ) : féggig
lim ¢ = lim =
n—oolog,n® n—cwblogsn  n—eo 6logsm
. logsm 3.
= lim —2— = lim 2 2% log3n:§'1:1
n—co 6log3n n—oo0 6log3n 2 6 4
(c)
glogzn (32)log3 n 32log;n 3log, n? n2
Iim —— = Ilim —5— = lim ———— = lim —— = lim — =1
nS>oo 4logn T n oo (22)10g2“ n—oo 22logy . nheo plogy m n—oo0 N2
(d)
27logsn ] (33)log3 n 33logzn

im —— = lim ——— = lim ———
nooo 161082 nooo (24)logam oo D4logyn

3log; n? n3 1

= lim ;= lim — = lim —=0
n—oo Zlogzn n—oo N n—oo N

15.8 (a) Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia a?—b>=(a—Db)(a+b) mozemy iloczyn

1 1 1 1
(-2)(-2)(-2) (%)
zapisa¢ w postaci
1 1 1 1
(-2)(-2)(-2) (%)



Zatem

) 1 1 1 1 ) 1 1 _1
T}Eﬁo(l—zz)<l‘y><l—4z)‘““(1‘nz)—45202<1+n> =7

(b) Korzystajac z rozkladu na utamki proste tatwo zauwazy¢, ze dla kazdego n € N zachodzi

réwnos¢é
1 11
nmn+1) n n+1
Zatem
1 N 1 N 1 n 1
1-2 2.3 3.4 nn+1)
VAU AUNYS SIS ANA TS A USRS S S U O
S\l 2 2 3 3 4 n n+1l/) n+1
Stad

lim L + L + ! +...+ # = lim (1— L =1
n=oo\1-2 2-3 34 7 nn+1)) now n+1)
(c) Zauwazmy, ze dla kazdego n € N mamy

1+2-3+44+5-6+7+8—-9+...—3n
=(142-3)+(4+5—6)+(7+8—9)+ -+ [(3n—1) + (3n—2) — 3n]
=04+34+6+4+---+3n—-23.

Korzystajac teraz ze wzoru na sume ciggu arytmetycznego:

1
r+2r+---+mr:§rm(m+1),

dostajemy
3 3, 3
1—l—2—3—|—4—|—5—6+7+8—9+...—3n:E(n—l)nzin —En.
Stad
. 14+2-3+4+5-6+7+8-9+...—3n __ 3m?’—3n 3
lim = lim 5—=— =_.
n=co n2+n+1 nsonZ4+n+1 2

15.9 (a) Zauwazmy, ze dla duzych n w wyrazeniu
T
dominujagcym skfadnikiem jest 10™, bo ro$nie najszybciej. Przyktadowo, dla n = 5 mamy
10°=100000,  9°=59049, 8 =32768,
adlan =7 mamy juz
107 =10000000, 9" =4782969, 8 =2097152.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach, pokazemy zatem, ze

lim +/10™ 4+9m 4+ 8n =10.

n—oo
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Po pierwsze zauwazmy, ze sktadniki 9™ oraz 8™ s3 dodatnie. Stad
10™ < 10™ +9™ +8™.

Zatem

10 = V10 < ¥/10™ + 9™ + 8™,
Z drugiej strony, poniewaz 9™ < 10™ oraz 8™ < 10™, wiec
10™ +9™ +8™ < 10™ +10™ 410" =3-10",
skad

V10m + 9 + 8™ < /3 10m = 10V/3.
Podsumowujac, dla kazdego n € N mamy oszacowanie

10 < V10™ +9m + 8™ < 10V/3.

Wiemy tez, ze
lim V3 =1.

n—oo

Stosujemy wiec twierdzenie o trzech ciggach i otrzymujemy

0< lim V10™ +9™ +8™10-1 = 10.

n—oo
Wynika z tego, Ze

lim V10™ + 9™ + 8™ = 10.

n—oo

(b) Dla duzych n w wyrazeniu
V5 4 6™ 471
dominujacym skiadnikiem jest 7", poniewaz ro$nie najszybciej. Korzystajac z twierdzenia
o trzech ciggach, pokazemy zatem, ze

lim V5™ +6n+7n=7.

n—oo

Po pierwsze zauwazmy, ze sktadniki 5™ oraz 6™ s3 dodatnie. Stad
7N 46 + 5T
Zatem
7= V7 < VY7 6n 45
Z drugiej strony, poniewaz 6™ < 7™ oraz 5™ < 7™, to
746" 5 LT T T =37,
skad

Y7+ 6n +5m < V3. 7n =7V,
Podsumowujac, dla kazdego n € N mamy oszacowanie
7 < V7N 6m+5n < 7V,

Wiemy tez, ze
lim V3 =1.

n—oo

Z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy wiec
7< lim V74 6n+5m<7-1=7.
n—oo
Wynika z tego, Ze

lim V7 4+6n45m =7,

n—oo
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(c)

(d)

Dla duzych n w wyrazeniu

Y5 ()" s ()2 ()"
dominujgcym sktadnikiem jest (%)n, poniewaz maleje najwolniej. Korzystajgc z twierdzenia
o trzech ciggach, pokazemy zatem, ze

lim /5 (1) +3- ()" +2- ()" =4

n—o0

Najpierw zauwazmy, ze sktadniki (1)" oraz (1)", a takze ich odpowiednie wielokrotnosci,
sg dodatnie. W zwigzku z tym mamy

5. ()" <5 ()43 ()" 2 ()"

Stad

JV5= {5 ()" < {5 (D" 43 (D)2 ()"

Z drugiej strony, poniewaz

wiec

Zatem

Podsumowujac, dla kazdego n € N mamy oszacowanie

P53 ()2 ()" <

N[—=
3
—_
e

Poniewaz
lim ¥Y10=1 oraz lim ¥5=1,

n—oo n—oo

wiec z twierdzenia o trzech ciggach dostajemy

Dla duzych n w wyrazeniu

Y4 e ()2 ()
dominujacym sktadnikiem jest (%)n, poniewaz maleje najwolniej. Korzystajgc z twierdzenia
o trzech ciggach, pokazemy zatem, ze

lim {/4-(3)"+6-(5)"+2-(3)" =

n—oo

Q=

Najpierw zauwazmy, ze sktadniki (1)" oraz (1)", a takze ich odpowiednie wielokrotnosci,
sg dodatnie. W zwigzku z tym mamy

A O NOAREHOW
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Stad

WA= () < @) e ()" 12 ()"

Z drugiej strony, poniewaz

wiec

Zatem

<
N
—~
SSIE
N—
3
_|_
(o))
—~
Ul
SN—
3
+
N
—
Ni=
SN—
3
VAN
<
[y
N
—
W=
SN—
3
I
[SSIE
3
—_
N

Podsumowujac, dla kazdego n € N mamy oszacowanie

Ja< i/ ()" e ()" +2- ()" <3Vi2

Poniewaz
lim Y4=1 oraz lim V12=1,

n—o00 n—o0

wiec z twierdzenia o trzech ciggach dostajemy

n!
nn
Oczywiécie mozemy go zapisa¢ w postaci
2!_1-2‘3-...-(71—1)-71_1 23 n-1n
nm  nnn-...oMmem MoNon n n
Poniewaz
k
Z <1
n
dla1 < k < n, dostajemy
n! 1
7<7
nn n

dla kazdego n € N. Zwr6¢émy takze uwage, ze mnozac liczby naturalne, zawsze otrzymujemy
liczbe naturalng. W zwigzku z tym dla kazdego n € N mamy réwniez

n!
S
co prowadzi do oszacowania
0< n! < 1
X niT]_ S E
Korzystajac z faktu, ze
lim — =0,
n—oon

i stosujac twierdzenie o trzech ciggach, dochodzimy ostatecznie do wniosku, iz



15.11 Zauwazmy, ze wyraz ogdlny rozwazanego ciggu mozna zapisa¢ w postaci

n2 +k

i 1
anzzi
k=1

Poniewaz

1 1 1
< <
vnZ+n  vn2+k  vVn2+1

dla kazdego k € {1, ...,n} mamy

n n
———<a
vnZ4n " n2+1

dla n € N. Ponadto

i podobnie

Iim —— = lim ——— n = lim !
n—oo

= lim — =1.

1+ 4 1+
. n ) n
n—oo\/n24+1 N /1 + n—o00 /

Na mocy twierdzenia o trzech ciggach stwierdzamy wiec, ze lmnnﬁoo a, = 1.

15.12 Z zalozenia cigg (bn )nen jest ciggiem ograniczonym. Istnieje zatem stala M > 0 taka, ze [bn| <M
dlan € N. Wtedy 0 < [anbn| < |an| - [bn| < Mlayn|dlan € N. Korzystajac teraz z twierdzenia
o trzech ciggach oraz faktu, ze lim,_;lan| = 0, otrzymujemy lim, _oolanbn| = 0, co jest
réwnowazne stwierdzeniu limn o @b = 0.

15.13 (a) Rozwazmy dwa podciagi (asx)ken oraz (azk—1)ken ciggu (an)nen. Wtedy azx = 1 oraz

(b)

(c)

(d)

azx—1 = —1dlak € N, coimplikuje, ze limy_, o, arx = 1 oraz limy_, azx—1 = —1. Oznacza
to, ze ciag (an )Jnen zawiera dwa podciagi zbiezne do réznych granic, a zatem nie moze
by¢ zbiezny.

Rozumujac podobnie jak w powyzszym podpunkcie, wystarczy wskaza¢ dwa podciagi
ciagu (an)nen zbiezne do réznych granic. Tymi podciggami sg (ak)ken 0raz (azk—1)xen,
bowiem ay, =2iax_1 =0dlak € N.

Rozumujac podobnie jak w podpunkcie (a), wystarczy wskaza¢ dwa podciagi ciggu
(an)nen zbiezne do réznych granic. Tymi podciagami sg (ask)ken oraz (asx+1)xen, bo-
wiem ag = 0oraz ag, 1 =1dlak € N.

Rozumujgc podobnie jak w podpunkcie (a), wystarczy wskazaé¢ dwa podciagi ciggu
(an)nen zbiezne do réznych granic. Tymi podciggami sg (asx )xen oraz (asx+1)ken, bo-
wiem ag = 1 oraz aq, 1 =0dlak € N.

15.14 W podpunktach (a) i (b) skorzystamy z bardzo waznego faktu, ktérego tutaj nie bedziemy
udowadnia¢ (nie jest to takie oczywiste!): zbidr liczb naturalnych N jest nieograniczonym podzbiorem
zbioru liczb R.

(a)

Zaczniemy od zbadania monotonicznosci ciggu (an )nen. Obliczmy réznice miedzy kolej-
nymi wyrazami

Ani]— Qn = [3(n+1)—2} —B3n—-2)=3n+3—-2-3n+2=3>0.
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Oznacza to, ze kazdy kolejny wyraz jest wiekszy od poprzedniego, tzn. a, 1 > a, dla
wszystkichn € N. Zatem ciag (an )nen jest rosnacy. Skoro cigg (an )nen roénie, to naturalnie
jest ograniczony z dotu przez np. pierwszy wyraza; =3-1—-2=1.

Z drugiej strony widad, ze cigg nie ma ograniczenia gérnego, poniewaz jego wartosci rosng
w nieskoriczono$¢. Gdyby bowiem istniata liczba M € R taka, ze a, < M dlan € N,
oznaczatoby to, ze kazda liczba naturalna n musiataby spetnia¢ nieréwnosc¢

n < %(M—i—Z).

W takim wypadku zbidr liczb naturalnych bylby ograniczony z gory, a wiemy, ze tak nie
jest. Dlatego ciag (an )nen nie jest ograniczony z gory.

(b) Zaczniemy od zbadania monotonicznosci ciggu (an)nen. Obliczmy réznice miedzy kolej-
nymi wyrazami

Qni]—0Qn = [—5(n+1)+3] —(-5n+3)=-5n—-5+3+5n—-3=-5<0.

Oznacza to, ze kazdy kolejny wyraz jest mniejszy od poprzedniego, tzn. an41 < an
dla wszystkich n € N. Zatem ciag (an )nen jest malejacy. Skoro cigg (an)nen maleje, to
naturalnie jest ograniczony z gory np. przez pierwszy wyraz a; = —5-1+3 = —2.
Z drugiej strony widac¢, ze ciagg nie ma ograniczenia z dotu, poniewaz jego wartosci malejg
w nieskoriczono$¢. Gdyby bowiem istniata liczba m € R taka, ze m < a, dla wszystkich
n € N, oznaczaloby to, ze kazda liczba naturalna n musiataby spetnia¢ nieréwnosé

1
n < 5(3—m).

W takim wypadku zbiér liczb naturalnych bylby ograniczony z gory, a wiemy, ze tak nie
jest. Dlatego ciag (an)nen nie jest ograniczony z dotu.

(c) Zaczniemy od zbadania monotonicznosci ciggu (an )nen. Przeksztalémy najpierw wyraz
og6lny a,, do postaci
o — —3n+1 _ 3n—1
" 1-2n 2n—-1
(Krok ten nie jest konieczny, ale dzieki niemu dalsze obliczenia beda tatwiejsze.) Obliczmy

réznice miedzy kolejnymi wyrazami:
3n+1)—1 3n-1
2n+1)—1 2n-1
_3n+2 3n-1
S 2n+1 2n-—1
Bn+2)2n—1)— B3n—1)2n+1)
2n+1)2n—1)
~6n?—3n+4n—2—(6n’+3n—2n—1)
B 2n+1)2n—1)

An41 — aQn =

1
“Zmanen—1

Oznacza to, ze kazdy kolejny wyraz jest mniejszy od poprzedniego, tzn. an41 < an
dla wszystkich n € N. Zatem ciag (an )nen jest malejacy. Skoro cigg (an)nen maleje, to
naturalnie jest ograniczony z gory przez np. pierwszy wyraz

3-1-1

2-1-1 2

a) =
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Ciag (an)nen jest rtowniez ograniczony z dotu, bowiem dla n € N mamy

~_3n-—1 >3n—1 :2n~|—(n—1) >2n_

- = /7—1
2n—1 2n 2n 2n

an

(d) Zaczniemy od zbadania monotonicznosci ciggu (an )nen. Obliczmy réznice miedzy kolej-
nymi wyrazami
_2n+1)-1 2n-—1
mM+1)+1 n+1

An41 — Qn =
2n+1)(n+1)—2n—1)(n+2)
Mm+2)(n+1)

o 2n?+2n+n+1—(2n*4+4n—n-—2)
N Mm+2)(n+1)

S S

C (n+1)n+2) ’
Oznacza to, ze kazdy kolejny wyraz jest wigkszy od poprzedniego, tzn. a1 > a, dla
wszystkichn € N. Zatem ciag (an )nen jest rosnacy. Skoro cigg (an )nen rosénie, to naturalnie

jest ograniczony z dotu przez np. pierwszy wyraz

Lo 211
/i

Ciag (an)nen jest rtowniez ograniczony z géry, bowiem dla n € N mamy

2n—1< n <2n 5
a == NS S — = .
n n+1 n+1 n

(e) Zaczniemy od zbadania monotonicznoéci ciggu (an )nen. Obliczmy réznice miedzy kolej-
nymi wyrazami:

n+l n n+1-2n 1-n
Int1 = An = 5057 “on = 7 ontl . pn+d <O
Oznacza to, ze kazdy kolejny wyraz jest mniejszy lub réwny od poprzedniego, tzn. an 1 <
an dla wszystkich n € N. Zatem ciag (an )nen jest nierosnacy. (Mozna z tatwoscig pokazaé,
ze poczawszy od drugiego wyrazu jest on malejgcy.) Skoro ciag (an )nen jest nierosnacy,
to naturalnie jest ograniczony z géry przez np. pierwszy wyraz

1
(1125.

Ciag (an)nen jest rowniez ograniczony z dotu, bowiem dla n € N mamy

n

an
(f) Zaczniemy od zbadania monotonicznosci ciggu (an )nen. Obliczmy réznice miedzy kolej-
nymi wyrazami:

ontl 2n 2l on(n41) 2"(2—n—1) 2™(1—n)

Ml n - el mrr - iy S°

Any1 — An =

Oznacza to, ze kazdy kolejny wyraz jest mniejszy lub réwny od poprzedniego, tzn. a, 1 <
an, dla wszystkich n € N. Zatem ciag (an )nen jest nierosnacy. (Mozna z tatwoscig pokazaé,

19



ze poczawszy od drugiego wyrazu jest on malejacy.) Skoro ciag (an )nen jest nierosnacy,
to naturalnie jest ograniczony z géry przez np. pierwszy wyraz

2

a

Ciag (an)nen jest rowniez ograniczony z dotu, bowiem dla n € N mamy

21’1

an = > 0.

H =

15.15 Nietrudno zauwazy¢, ze cigg (an)nen jest rosnacy, bowiem funkcja x — +/x jest rosnaca na
[0, +00). Pokazemy teraz, ze cigg ten jest ograniczony z géry przez 2. Oczywiscie a; = V2 < 2
oraz

Wwm=1\2+V2<V2+2=V4=2.

Poniewaz an 1 = v/2 + an, to rozumujac podobnie mozemy pokazag, ze

Uni1=V24an <V2+2=V4=2.

(Jezeli chcieliby$Smy przedstawic¢ powyzsze oszacowanie w spos6b bardziej formalny i ,fadny”,
mogliby$my postuzy¢ sie klasyczng metoda indukcji matematycznej.) A zatem ciag (an)nen
jako rosnacy i ograniczony z gory posiada granice.
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