
Rozdział 15

Granica ciągu

Teoria
Ciągiem (an)n∈N nazywamy przyporządkowanie, które każdej liczbie naturalnej n przypo-
rządkowuje liczbę rzeczywistą an. Innymi słowy ciąg (an)n∈N jest funkcją z N do R. Liczby
a1,a2, . . . nazywamy wyrazami ciągu (an)n∈N, a element an nazywamy wyrazem ogólnym.

Granica ciągu. Mówimy, że ciąg (an)n∈N ma granicę g ∈ R, co zapisujemy symbolicznie
limn→∞ an = g, jeżeli dla każdej liczby ε > 0 możemy znaleźć taki wskaźnik N ∈ N, że
|an − g| ⩽ ε dla każdego n ⩾ N. Ciąg, który posiada granicę g ∈ R nazywamy zbieżnym.
Mówimy, że ciąg (an)n∈N ma granicę +∞, co zapisujemy symbolicznie limn→∞ an = +∞,
jeżeli dla każdej liczbyM > 0 możemy znaleźć taki wskaźnikN ∈ N, że an ⩾ M dla każdego
n ⩾ N. Ciąg, który ma granicę +∞, nazywamy rozbieżnym do plus nieskończoności.
Mówimy, że ciąg (an)n∈N ma granicę −∞, co zapisujemy symbolicznie limn→∞ an = −∞,
jeżeli dla każdej liczby M > 0 możemy znaleźć taki wskaźnik N ∈ N, że an ⩽ −M dla
każdego n ⩾ N. Ciąg, który ma granicę −∞, nazywamy rozbieżnym do minus nieskończoności.

Granica ciągu: uwaga. Niecha ∈ R.Wprost z definicji granicy ciąguwynika, że limn→∞ an =

awtedy i tylko wtedy, gdy limn→∞|an−a| = 0. W szczególności limn→∞ an = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy limn→∞|an| = 0.

Podciąg. Niech dany będzie ciąg (an)n∈N. Każdy ciąg postaci an1 , an2 , an3 , an4 , . . . (który
symbolicznie możemy zapisać jako (ank

)k∈N), gdzie nk ∈ N oraz 1 ⩽ n1 < n2 < n3 < n4 < . . .
nazywamy podciągiem ciągu (an)n∈N.

Granica podciągu. Jeżeli ciąg (an)n∈N posiada granice (skończoną lub nieskończoną) g,
to również każdy jego podciąg posiada granicę równą g. Innymi słowy, jeżeli pewne dwa
podciągi tego samego ciągu (an)n∈N są zbieżne do różnych granic, to ciąg (an)n∈N nie posiada
granicy.

Granica i nierówności. Jeżeli wyrazy ogólne ciągów (an)n∈N oraz (bn)n∈N spełniają
nierówność an ⩽ bn dla n ∈ N oraz jeżeli limn→∞ an = a i limn→∞ bn = b, gdzie a,b ∈
R ∪ {±∞}, to a ⩽ b.
Uwaga: Choć przejście do granicy ciągów zachowuje nierówności, nie zachowuje ich „ostro-
ści”, tzn. nawet jeżeli an < bn dla n ∈ N, to nie możemy twierdzić, że a < b. Wystarczy
bowiem zauważyć, że wyrazu ciągu ( 1

n
)n∈N są dodatnie, ale limn→∞ 1

n
= 0.



Twierdzenie o trzech ciągach. Jeżeli wyrazy ogólne ciągów (an)n∈N, (bn)n∈N oraz (cn)n∈N

spełniają nierówność an ⩽ bn ⩽ cn dlan ∈ N oraz jeżeli ciągi (an)n∈N i (cn)n∈N mająwspólną
granicę g ∈ R ∪ {±∞}, tzn. limn→∞ an = limn→∞ cn = g, to ciąg (bn)n∈N ma tę samą granicę,
tj. limn→∞ bn = g.

Działania arytmetyczne na ciągach zbieżnych. Jeżeli ciągi (an)n∈N oraz (bn)n∈N są zbieżne
odpowiednio do liczb a oraz b, tzn. limn→∞ an = a oraz limn→∞ bn = b, to

• ciąg (an + bn)n∈N zbiega do a+ b, tzn. limn→∞(an + bn) = a+ b,

• ciąg (an − bn)n∈N zbiega do a− b, tzn. limn→∞(an − bn) = a− b,

• ciąg (an · bn)n∈N zbiega do a · b, tzn. limn→∞ an · bn = a · b,

• ciąg (an

bn
)n∈N zbiega do a

b
, tzn. limn→∞ an

bn
= a

b
, o ile b ̸= 0 oraz bn ̸= 0 dla n ∈ N.

Symbole nieoznaczone. W powyższym twierdzeniu ograniczyliśmy się do ciągów zbieżnych
z uwagi na możliwość wystąpienia tzw. symboli nieoznaczonych, które, jak wskazuje nazwa, nie
mają jednoznacznie ustalonej wartości. Symbolami nieoznaczonymi są: 0

0 , ∞∞ ,∞−∞, 0 ·∞,
00, 1∞, ∞0.

Monotoniczność ciągu. Ciąg (an)n∈N nazywamy

• rosnącym, gdy an < an+1 dla każdego n ∈ N,

• malejącym, gdy an+1 < an dla każdego n ∈ N,

• niemalejącym, gdy an ⩽ an+1 dla każdego n ∈ N,

• nierosnącym, gdy an+1 ⩽ an dla każdego n ∈ N.

Ograniczoność ciągu. Ciąg (an)n∈N nazywamy

• ograniczonym z dołu, gdy istnieje taka liczba m ∈ R, żem ⩽ an dla wszystkich n ∈ N,

• ograniczonym z góry, gdy istnieje taka liczba M ∈ R, że an ⩽ M dla wszystkich n ∈ N,

• ograniczonym, gdy jest on ograniczony z dołu i z góry.

Uwaga: Definicję ograniczoności ciągu możemy podać również w następujący równoważny
sposób: ciąg (an)n∈N jest ograniczony, gdy istnieje taka liczba M > 0, że |an| ⩽ M dla wszyst-
kich n ∈ N.

Ograniczoność ciągu a istnienie granicy. Każdy ciąg zbieżny do granicy skończonej jest
ograniczony. Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe, bowiem ciąg o wyrazie ogólnym
(−1)n jest ograniczony, ale nie posiada granicy. Jeżeli jednak do ograniczoności „dorzucimy”
monotoniczność, to otrzymamy następujące wyniki:

• ciąg niemalejący (rosnący) i ograniczony z góry posiada granicę skończoną,

• ciąg nierosnący (malejący) i ograniczony z dołu posiada granicę skończoną.
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Ważne granice. Poniżej zebrano podstawowe granice ciągów:

• lim
n→∞ n

√
n = 1,

• lim
n→∞ n

√
a = 1, jeżeli a > 0,

• lim
n→∞an = 0, jeżeli |a| < 1,

• lim
n→∞(1+ an)

1
an = e, jeżeli lim

n→∞an = 0 oraz an ̸= 0 dla n ∈ N.

Zadania
Zadanie 15.1. Korzystając z definicji granicy ciągu pokaż, że

(a) lim
n→∞

2+ (−1)n
n

= 0, (b) lim
n→∞

2n+ 1
n+ 1 = 2, (c) lim

n→∞ 2
√
n = +∞.

Zadanie 15.2. Pokaż, że ciąg zbieżny ma tylko jedną granicę, tzn. jeżeli limn→∞ an = a oraz
limn→∞ an = b, gdzie a,b ∈ R, to a = b.

Zadanie 15.3. Pokaż, że jeżeli ciąg (an)n∈N jest zbieżny do liczby a, to limn→∞|an| = |a|.

Zadanie 15.4. Oblicz następujące granice:

(a) lim
n→∞

4n2 + 2n− 1
2n2 − n+ 1 ,

(b) lim
n→∞

−6n2 + n+ 2
2n2 + 4n− 5 ,

(c) lim
n→∞

3n2 + 5n+ 1
−2n3 + 7n2 + 2,

(d) lim
n→∞

−5n2 + 2n− 8
3n3 − 4n2 + 5 ,

(e) lim
n→∞

n3 + 2n2 − n

n2 + 7n− 9 ,

(f) lim
n→∞

n3 − 5n− 7
−n2 − n+ 4,

(g) lim
n→∞

8 · 9n − 1
4 · 9n + 7 ,

(h) lim
n→∞

3− 6 · 5n
2+ 2 · 5n ,

(i) lim
n→∞

3+ 5n+1

4n − 5n+1 ,

(j) lim
n→∞

2n+1 − 3n+2

3n+2 + 5 .

Zadanie 15.5. Oblicz następujące granice:

(a) lim
n→∞(

√
n+ 2−√

n),

(b) lim
n→∞(

√
n−

√
n+ 3),

(c) lim
n→∞(n−

√
n2 + 5n),

(d) lim
n→∞(

√
n2 + 3n− n),

(e) lim
n→∞(3n−

√
9n2 + 9n+ 18),

(f) lim
n→∞(

√
4n2 + 8n+ 12− 2n),

(g) lim
n→∞

1√
4n2 + n− 2n ,

(h) lim
n→∞

1
3n−

√
9n2 + 5n ,

(i) lim
n→∞

√
1+ n2 −

√
1+ 4n2

n
,

(j) lim
n→∞

n√
1+ 9n2 −

√
1+ n2 .
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Zadanie 15.6. Oblicz następujące granice:

(a) lim
n→∞

(
1− 2

n

)n

,

(b) lim
n→∞

(
1+ 5

n

)n

,

(c) lim
n→∞

(
n

n+ 3

)n

,

(d) lim
n→∞

(
n

n− 1

)n

,

(e) lim
n→∞

(3n− 5
3n+ 7

)2n+5
,

(f) lim
n→∞

(2n+ 3
2n− 6

)4n−7
,

(g) lim
n→∞

(1− n2

5− n2

)2n2

,

(h) lim
n→∞

(
n2 + 1
n2 + 3

) 1
2n

2

,

(i) lim
n→∞

(2n2 − 1
2n2 + 1

)3n2+n−1
,

(j) lim
n→∞

(3n2 + 2
3n2 − 4

)2n2−n+5
.

Zadanie 15.7. Oblicz następujące granice:

(a) lim
n→∞

log2 n
4

log8 n
2 , (b) lim

n→∞
log9 n

3

log3 n
6 , (c) lim

n→∞
9log3 n
4log2 n , (d) lim

n→∞
27log3 n
16log2 n .

Zadanie 15.8. Oblicz następujące granice:

(a) lim
n→∞

(
1− 1

22
)(

1− 1
32
)(

1− 1
42
)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)
,

(b) lim
n→∞

( 1
1 · 2 +

1
2 · 3 +

1
3 · 4 + . . .+ 1

n(n+ 1)

)
,

(c) lim
n→∞

1+ 2− 3+ 4+ 5− 6+ 7 + 8− 9+ . . .− 3n
n2 + n+ 1 .

Zadanie 15.9. Korzystając z twierdzenia o trzech ciągach, oblicz następujące granice:

(a) lim
n→∞ n

√
10n + 9n + 8n,

(b) lim
n→∞ n

√
5n + 6n + 7n,

(c) lim
n→∞ n

√
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n,

(d) lim
n→∞ n

√
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n.

Zadanie 15.10. Korzystając z twierdzenia o trzech ciągach oblicz lim
n→∞

n!
nn

.

Zadanie 15.11. Korzystając z twierdzenia o trzech ciągach wykaż, że

lim
n→∞

( 1√
n2 + 1 +

1√
n2 + 2 +

1√
n2 + 3 + . . .+ 1√

n2 + n

)
= 1.

Zadanie 15.12. Na podstawie twierdzenia o trzech ciągach wykaż, że jeżeli ciąg (an)n∈N jest
zbieżny do zera, a ciąg (bn)n∈N jest ograniczony, to limn→∞ anbn = 0.
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Zadanie 15.13. Pokaż, że ciąg o wyrazie ogólnym an nie posiada granicy, gdy

(a) an = (−1)n,

(b) an =
1+ (−1)n
2− (−1)n ,

(c) an = sin nπ

2 ,

(d) an = cos nπ2 .

Zadanie 15.14. Zbadaj monotoniczność i ograniczoność ciągu o wyrazie ogólnym an, jeżeli

(a) an = 3n− 2,

(b) an = −5n+ 3,

(c) an =
−3n+ 1
1− 2n ,

(d) an =
2n− 1
n+ 1 ,

(e) an =
n

2n ,

(f) an =
2n
n! .

Zadanie 15.15. Wykaż, że ciąg

a1 =
√
2, a2 =

√
2+

√
2, a3 =

√
2+

√
2+

√
2, . . .

posiada granicę skończoną.

Rozwiązania
15.1 (a) Ustalmy dowolny ε > 0. Niech N będzie liczbą naturalną większą lub równą od 3ε−1.

Wtedy dla każdego n ⩾ N mamy 3
n ⩽ ε i w konsekwencji∣∣∣∣2+ (−1)n

n
− 0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2+ (−1)n
n

∣∣∣∣ ⩽ 3
n

⩽ ε.

Oznacza to, że
lim
n→∞ 2+ (−1)n

n
= 0.

(b) Ustalmy dowolny ε > 0. NiechN będzie liczbą naturalną większą lub równą od (1− ε)ε−1.
Wtedy dla każdego n ⩾ N mamy 1− ε ⩽ nε i w konsekwencji

1
n+ 1 ⩽ ε.

Zatem dla n ⩾ N otrzymujemy∣∣∣∣2n+ 1
n+ 1 − 2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −1
n+ 1

∣∣∣∣ ⩽ 1
n+ 1 ⩽ ε.

To dowodzi, że
lim
n→∞ 2n+ 1

n+ 1 = 2.

(c) Ustalmy dowolną liczbęM > 0 oraz niech N będzie liczbą naturalną większą lub równą
od log22M. Wtedy dla n ⩾ N mamy √

n ⩾ log2M i w konsekwencji 2
√
n ⩾ 2log2 M = M.

Oznacza to, że
lim
n→∞ 2

√
n = +∞.
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15.2 Przypomnijmy, że nierównością trójkąta nazywamy nierówność

|x+ y| ⩽ |x|+ |y|

prawdziwą dla dowolnych x,y ∈ R.
Chcemy oszacować odległość liczb a i b, czyli wyrażenie |a− b|. Dla dowolnego n ∈ N dzięki
nierówności trójkąta otrzymujemy

|a− b| =
∣∣(a− an) + (an − b)

∣∣ ⩽ |a− an|+ |an − b|.

Traktujemy wyrażenie |a − b| jako ciąg stały możemy w powyższej nierówności przejść do
granicy. Dostajemy

|a− b| = lim
n→∞|a− b| ⩽ lim

n→∞|a− an|+ lim
n→∞|an − b| = 0,

bo
lim
n→∞an = a oraz lim

n→∞bn = a.

Zatem |a− b| = 0, co pokazuje, że a = b.

15.3 Ustalmy dowolny ε > 0. Z założenia wynika, że istnieje liczba N ∈ N taka, że |an − a| ⩽ ε dla
n ⩾ N. Wtedy dla n ⩾ N mamy również∣∣|an|− |a|

∣∣ ⩽ ∣∣an − a
∣∣ ⩽ ε.

Zatem
lim
n→∞|an| = |a|.

15.4 (a)

lim
n→∞ 4n2 + 2n− 1

2n2 − n+ 1 = lim
n→∞

n2(4n2
n2 + 2n

n2 −
1
n2

)
n2(2n2

n2 − n
n2 +

1
n2

) = lim
n→∞

4+ 2
n − 1

n2

2− 1
n + 1

n2
=

4+ 0− 0
2− 0+ 0 = 2

(b)

lim
n→∞ −6n2 + n+ 2

2n2 + 4n− 5 = lim
n→∞

n2(−6n2
n2 + n

n2 +
2
n2

)
n2(2n2

n2 + 4n
n2 −

5
n2

) = lim
n→∞

−6+ 1
n + 2

n2

2+ 4
n − 5

n2
=

−6+ 0+ 0
2+ 0− 0 = −3

(c)

lim
n→∞ 3n2 + 5n+ 1

−2n3 + 7n2 + 2 = lim
n→∞

n3(3n2
n3 + 5n

n3 +
1
n3

)
n3(−2n3

n3 + 7n2
n3 + 2

n3
) = lim

n→∞
3
n + 5

n2 +
1
n3

−2+ 7
n + 2

n3
=

0+ 0+ 0
−2+ 0+ 0 = 0

(d)

lim
n→∞ −5n2 + 2n− 8

3n3 − 4n2 + 5 = lim
n→∞

n3(−5n2
n3 + 2n

n3 −
8
n3

)
n3(3n3

n3 − 4n2
n3 + 5

n3
) = lim

n→∞
−5
n + 2

n2 −
8
n3

3− 4
n + 5

n3
=

0+ 0− 0
3− 0+ 0 = 0

(e)

lim
n→∞ n3 + 2n2 − n

n2 + 7n− 9 = lim
n→∞

n2(n3
n2 +

2n2
n2 − n

n2
)

n2(n2
n2 +

7n
n2 −

9
n2

) = lim
n→∞ n+ 2− 1

n

1+ 7
n − 9

n2
=

+∞+ 2− 0
1+ 0− 0 = +∞
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(f)

lim
n→∞ n3 − 5n− 7

−n2 − n+ 4 = lim
n→∞

n2(n3
n2 −

5n
n2 −

7
n2

)
n2(−n2

n2 − n
n2 +

4
n2

) = lim
n→∞

n− 5
n − 7

n2

−1− 1
n + 4

n2
=

+∞− 0− 0
−1− 0+ 0 = −∞

(g)

lim
n→∞ 8 · 9n − 1

4 · 9n + 7 = lim
n→∞ 9n

(8·9n
9n − 1

9n
)

9n
(4·9n

9n + 7
9n
) = lim

n→∞ 8− 1
9n

4+ 7
9n

=
8− 0
4+ 0 = 2

(h)

lim
n→∞ 3− 6 · 5n

2+ 2 · 5n = lim
n→∞ 5n

( 3
5n − 6·5n

5n
)

5n
( 2
5n + 2·5n

5n
) = lim

n→∞
3
5n − 6
2
5n + 2 =

0− 6
0+ 2 = −3

(i)

lim
n→∞ 3+ 5n+1

4n − 5n+1 = lim
n→∞ 5n

( 3
5n + 5n+1

5n
)

5n
(4n
5n − 5n+1

5n
) = lim

n→∞
3
5n + 5(4
5
)n

− 5
=

0+ 5
0− 5 = −1

(j)

lim
n→∞ 2n+1 − 3n+2

3n+2 + 5 = lim
n→∞ 3n

(2n+1
3n − 3n+2

3n
)

3n
(3n+2

3n + 5
3n
) = lim

n→∞ 2
(2
3
)n

− 32
32 + 5

3n
=

0− 9
9+ 0 = −1

15.5 (a)

lim
n→∞(

√
n+ 2−√

n) = lim
n→∞

√
n+ 2−√

n

1 ·
√
n+ 2+√

n√
n+ 2+√

n

= lim
n→∞ (n+ 2) − n√

n+ 2+√
n

= lim
n→∞ 2√

n+ 2+√
n

=
2

+∞ = 0

(b)

lim
n→∞(

√
n−

√
n+ 3) = lim

n→∞
√
n−

√
n+ 3

1 ·
√
n+

√
n+ 3

√
n+

√
n+ 3

= lim
n→∞ n− (n+ 3)

√
n+

√
n+ 3 = lim

n→∞ −3
√
n+

√
n+ 3 =

−3
+∞ = 0

(c)

lim
n→∞

(
n−

√
n2 + 5n

)
= lim

n→∞ n−
√
n2 + 5n
1 · n+

√
n2 + 5n

n+
√
n2 + 5n

= lim
n→∞ n2 − (n2 + 5n)

n+
√
n2 + 5n

= lim
n→∞ −5n

n+
√
n2 + 5n

= lim
n→∞ −5n

n+
√

n2(1+ 5
n

) = lim
n→∞ −5n

n+ n
√
1+ 5

n

= lim
n→∞ −5

1+
√

1+ 5
n

=
−5

1+√1+ 0 = −
5
2
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(d)

lim
n→∞(

√
n2 + 3n− n) = lim

n→∞
√
n2 + 3n− n

1 ·
√
n2 + 3n+ n√
n2 + 3n+ n

= lim
n→∞ n2 + 3n− n2

√
n2 + 3n+ n

= lim
n→∞ 3n√

n2 + 3n+ n

= lim
n→∞ 3n√

n2(1+ 3
n) + n

= lim
n→∞ 3n

n
√

1+ 3
n + n

= lim
n→∞ 3√

1+ 3
n + 1

=
3√1+ 0+ 1 =

3
2

(e)

lim
n→∞

(
3n−

√
9n2 + 9n+ 18

)
= lim

n→∞ 3n−
√
9n2 + 9n+ 18

1 · 3n+
√
9n2 + 9n+ 18

3n+
√
9n2 + 9n+ 18

= lim
n→∞ (3n)2 − (9n2 + 9n+ 18)

3n+
√
9n2 + 9n+ 18

= lim
n→∞ 9n2 − 9n2 − 9n− 18

3n+
√
9n2 + 9n+ 18

= lim
n→∞ −9n− 18

3n+
√
9n2 + 9n+ 18

= lim
n→∞ −9n− 18

3n+
√
n2(9+ 9

n + 18
n2 )

= lim
n→∞ −9n− 18

3n+ n
√
9+ 9

n + 18
n2

= lim
n→∞ −9− 18

n

3+
√
9+ 9

n + 18
n2

=
−9− 0

3+√9+ 0+ 0 = −
9
6 = −

3
2

(f)

lim
n→∞(

√
4n2 + 8n+ 12− 2n)

= lim
n→∞

√
4n2 + 8n+ 12− 2n

1 ·
√
4n2 + 8n+ 12+ 2n√
4n2 + 8n+ 12+ 2n

= lim
n→∞ 4n2 + 8n+ 12− 4n2

√
4n2 + 8n+ 12+ 2n

= lim
n→∞ 8n+ 12√

n2(4+ 8
n + 12

n2 ) + 2n

= lim
n→∞ 8n+ 12

n
√
4+ 8

n + 12
n2 + 2n

= lim
n→∞ 8+ 12

n√
4+ 8

n + 12
n2 + 2

=
8+ 0√4+ 0+ 0+ 2 =

8
4 = 2
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(g)

lim
n→∞ 1√

4n2 + n− 2n

= lim
n→∞ 1√

4n2 + n− 2n
·
√
4n2 + n+ 2n√
4n2 + n+ 2n

= lim
n→∞

√
4n2 + n+ 2n

(4n2 + n) − 4n2 = lim
n→∞

√
4n2 + n+ 2n

n

= lim
n→∞

√
n2(4+ 1

n) + 2n
n

= lim
n→∞

n
√

4+ 1
n + 2n

n

= lim
n→∞

√
4+ 1

n
+ 2 =

√
4+ 0+ 2 = 2+ 2 = 4

(h)

lim
n→∞ 1

3n−
√
9n2 + 5n

= lim
n→∞ 1

3n−
√
9n2 + 5n

· 3n+
√
9n2 + 5n

3n+
√
9n2 + 5n

= lim
n→∞ 3n+

√
9n2 + 5n

(3n)2 − (9n2 + 5n) = lim
n→∞ 3n+

√
9n2 + 5n

9n2 − 9n2 − 5n

= lim
n→∞

3n+
√

n2(9+ 5
n)

−5n = lim
n→∞

3n+ n
√

9+ 5
n

−5n

= lim
n→∞

3+
√
9+ 5

n

−5 =
3+√9+ 0

−5 =
3+ 3
−5 = −

6
5

(i)

lim
n→∞

√
1+ n2 −

√
1+ 4n2

n
= lim

n→∞
√
1+ n2 −

√
1+ 4n2

n
·
√
1+ n2 +

√
1+ 4n2

√
1+ n2 +

√
1+ 4n2

= lim
n→∞ (1+ n2) − (1+ 4n2)

n(
√
1+ n2 +

√
1+ 4n2)

= lim
n→∞ −3n2

n(
√
1+ n2 +

√
1+ 4n2)

= lim
n→∞ −3n√

n2(1+ 1
n2 ) +

√
n2(4+ 1

n2 )

= lim
n→∞ −3n

n
√
1+ 1

n2 + n
√
4+ 1

n2

= lim
n→∞ −3√

1+ 1
n2 +

√
4+ 1

n2

=
−3√1+ 0+√4+ 0 =

−3
1+ 2 = −1

9



(j)

lim
n→∞ n√

1+ 9n2 −
√
1+ n2 = lim

n→∞ n√
1+ 9n2 −

√
1+ n2 ·

√
1+ 9n2 +

√
1+ n2

√
1+ 9n2 +

√
1+ n2

= lim
n→∞ n(

√
1+ 9n2 +

√
1+ n2)

(1+ 9n2) − (1+ n2)

= lim
n→∞ n(

√
1+ 9n2 +

√
1+ n2)

8n2

= lim
n→∞

√
1+ 9n2 +

√
1+ n2

8n

= lim
n→∞

√
n2(9+ 1

n2 ) +
√
n2(1+ 1

n2 )

8n

= lim
n→∞

n
√
9+ 1

n2 + n
√
1+ 1

n2

8n

= lim
n→∞

√
9+ 1

n2 +
√

1+ 1
n2

8

=

√9+ 0+√1+ 0
8 =

3+ 1
8 =

1
2

15.6 (a)

lim
n→∞

(
1− 2

n

)n

= lim
n→∞

[(
1+ −2

n

) n
−2
]−2

= e−2

(b)

lim
n→∞

(
1+ 5

n

)n

= lim
n→∞

[(
1+ 5

n

)n
5
]5

= e5

(c)

lim
n→∞

(
n

n+ 3

)n

= lim
n→∞

(
n+ 3
n

)−n

= lim
n→∞

(
1+ 3

n

)−n

= lim
n→∞

[(
1+ 3

n

)n
3
]−3

= e−3

(d)

lim
n→∞

(
n

n− 1

)n

= lim
n→∞

(
n− 1
n

)−n

= lim
n→∞

(
1+ −1

n

) n
−1

= e

(e) Mamy

lim
n→∞

(3n− 5
3n+ 7

)2n+5
= lim

n→∞
(3n+ 7 − 12

3n+ 7

)2n+5
= lim

n→∞
(3n+ 7
3n+ 7 +

−12
3n+ 7

)2n+5

= lim
n→∞

[(
1+ −12

3n+ 7

) 3n+7
−12

] −12
3n+7 ·(2n+5)

= e−8,

ponieważ

lim
n→∞ −12(2n+ 5)

3n+ 7 = lim
n→∞ −24n− 60

3n+ 7 = lim
n→∞ −24− 60

n

3+ 7
n

=
−24
3 = −8.
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(f) Mamy

lim
n→∞

(2n+ 3
2n− 6

)4n−7
= lim

n→∞
(2n− 6+ 9

2n− 6

)4n−7
= lim

n→∞
(2n− 6
2n− 6 +

9
2n− 6

)4n−7

= lim
n→∞

[(
1+ 9

2n− 6

) 2n−6
9

] 9
2n−6 ·(4n−7)

= e18,

ponieważ
lim
n→∞ 9(4n− 7)

2n− 6 = lim
n→∞ 36n− 63

2n− 6 = lim
n→∞ 36− 63

n

2− 6
n

=
36
2 = 18.

(g) Mamy

lim
n→∞

(1− n2

5− n2

)2n2

= lim
n→∞

(5− n2 − 4
5− n2

)2n2

= lim
n→∞

(5− n2

5− n2 +
−4

5− n2

)2n2

= lim
n→∞

[(
1+ −4

5− n2

) 5−n2
−4

] −4
5−n2 ·2n2

= e8,

ponieważ
lim
n→∞ −4 · 2n2

5− n2 = lim
n→∞ −8n2

5− n2 = lim
n→∞ −8

1− 5
n2

= 8.

(h) Mamy

lim
n→∞

(
n2 + 1
n2 + 3

) 1
2n

2

= lim
n→∞

(
n2 + 3− 2
n2 + 3

) 1
2n

2

= lim
n→∞

(
n2 + 3
n2 + 3 +

−2
n2 + 3

) 1
2n

2

= lim
n→∞

[(
1+ −2

n2 + 3

)n2+3
−2

] −2
n2+3 ·

1
2n

2

= e−1,

ponieważ
lim
n→∞ −2 · 1

2n
2

n2 + 3 = lim
n→∞ −n2

n2 + 3 = lim
n→∞ −1

1+ 3
n2

= −1.

(i) Mamy

lim
n→∞

(2n2 − 1
2n2 + 1

)3n2+n−1

= lim
n→∞

(2n2 + 1− 2
2n2 + 1

)3n2+n−1
= lim

n→∞
(2n2 + 1
2n2 + 1 +

−2
2n2 + 1

)3n2+n−1

= lim
n→∞

[(
1+ −2

2n2 + 1

) 2n2+1
−2

] −2
2n2+1 ·(3n

2+n−1)
= e−3,

ponieważ

lim
n→∞ −2 · (3n2 + n− 1)

2n2 + 1 = lim
n→∞ −6n2 − 2n+ 2

2n2 + 1 = lim
n→∞

−6− 2
n + 2

n2

2+ 1
n2

= −3.
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(j) Mamy

lim
n→∞

(3n2 + 2
3n2 − 4

)2n2−n+5

= lim
n→∞

(3n2 − 4+ 6
3n2 − 4

)2n2−n+5
= lim

n→∞
(3n2 − 4
3n2 − 4 +

6
3n2 − 4

)2n2−n+5

= lim
n→∞

[(
1+ 6

3n2 − 4

) 3n2−4
6

] 6
3n2−4 ·(2n

2−n+5)
= e4,

ponieważ

lim
n→∞ 6 · (2n2 − n+ 5)

3n2 − 4 = lim
n→∞ 12n2 − 6n+ 30

3n2 − 4 = lim
n→∞

12− 6
n + 30

n2

3− 4
n2

= 4.

15.7 (a)

lim
n→∞ log2 n4

log8 n2 = lim
n→∞ 4 log2 n

2 log8 n
= lim

n→∞ 4 log2 n
2 · log2 n

log2 8

= lim
n→∞ 4 log2 n

2 · log2 n
3

= lim
n→∞ 4 log2 n

2
3 log2 n

= 4 · 32 = 6

(b)

lim
n→∞ log9 n3

log3 n6 = lim
n→∞ 3 log9 n

6 log3 n
= lim

n→∞
3 · log3 n

log3 9
6 log3 n

= lim
n→∞ 3 · log3 n

2
6 log3 n

= lim
n→∞

3
2 · log3 n
6 log3 n

=
3
2 · 16 =

1
4

(c)

lim
n→∞ 9log3 n

4log2 n = lim
n→∞ (32)log3 n

(22)log2 n = lim
n→∞ 32 log3 n

22 log2 n = lim
n→∞ 3log3 n2

2log2 n2 = lim
n→∞ n2

n2 = 1

(d)

lim
n→∞ 27log3 n

16log2 n = lim
n→∞ (33)log3 n

(24)log2 n = lim
n→∞ 33 log3 n

24 log2 n

= lim
n→∞ 3log3 n3

2log2 n4 = lim
n→∞ n3

n4 = lim
n→∞ 1

n
= 0

15.8 (a) Korzystając ze wzoru skróconego mnożenia a2 − b2 = (a− b)(a+ b) możemy iloczyn(
1− 1

22
)(

1− 1
32

)(
1− 1

42
)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)
zapisać w postaci(

1− 1
22

)(
1− 1

32
)(

1− 1
42

)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)

=

(
1− 1

2

)(
1+ 1

2

)(
1− 1

3

)(
1+ 1

3

)(
1− 1

4

)(
1+ 1

4

)
· . . . ·

(
1− 1

n

)(
1+ 1

n

)

=
1
2 · 32 · 23 · 43 · 34 · 45 · . . . · n− 1

n
· n+ 1

n
=

1
2 · n+ 1

n
=

1
2

(
1+ 1

n

)
.
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Zatem

lim
n→∞

(
1− 1

22
)(

1− 1
32

)(
1− 1

42
)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)
= lim

n→∞ 1
2

(
1+ 1

n

)
=

1
2.

(b) Korzystając z rozkładu na ułamki proste łatwo zauważyć, że dla każdego n ∈ N zachodzi
równość 1

n(n+ 1) =
1
n
−

1
n+ 1.

Zatem
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + . . .+ 1
n(n+ 1)

=

(1
1 −

1
2

)
+

(1
2 −

1
3

)
+

(1
3 −

1
4

)
+ · · ·+

( 1
n
−

1
n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1.

Stąd
lim
n→∞

( 1
1 · 2 +

1
2 · 3 +

1
3 · 4 + . . .+ 1

n(n+ 1)

)
= lim

n→∞
(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

(c) Zauważmy, że dla każdego n ∈ N mamy

1+ 2− 3+ 4+ 5− 6+ 7 + 8− 9+ . . .− 3n
= (1+ 2− 3) + (4+ 5− 6) + (7 + 8− 9) + · · ·+

[
(3n− 1) + (3n− 2) − 3n

]
= 0+ 3+ 6+ · · ·+ 3n− 3.

Korzystając teraz ze wzoru na sumę ciągu arytmetycznego:

r+ 2r+ · · ·+mr =
1
2rm(m+ 1),

dostajemy

1+ 2− 3+ 4+ 5− 6+ 7 + 8− 9+ . . .− 3n =
3
2(n− 1)n =

3
2n

2 −
3
2n.

Stąd

lim
n→∞ 1+ 2− 3+ 4+ 5− 6+ 7 + 8− 9+ . . .− 3n

n2 + n+ 1 = lim
n→∞

3
2n

2 − 3
2n

n2 + n+ 1 =
3
2.

15.9 (a) Zauważmy, że dla dużych nwwyrażeniu
n
√
10n + 9n + 8n

dominującym składnikiem jest 10n, bo rośnie najszybciej. Przykładowo, dla n = 5 mamy

105 = 100 000, 95 = 59 049, 85 = 32 768,

a dla n = 7 mamy już

107 = 10 000 000, 97 = 4 782 969, 87 = 2 097 152.

Korzystając z twierdzenia o trzech ciągach, pokażemy zatem, że

lim
n→∞ n

√
10n + 9n + 8n = 10.
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Po pierwsze zauważmy, że składniki 9n oraz 8n są dodatnie. Stąd
10n ⩽ 10n + 9n + 8n.

Zatem
10 =

n
√
10n ⩽ n

√
10n + 9n + 8n.

Z drugiej strony, ponieważ 9n ⩽ 10n oraz 8n ⩽ 10n, więc
10n + 9n + 8n ⩽ 10n + 10n + 10n = 3 · 10n,

skąd
n
√
10n + 9n + 8n ⩽

n
√
3 · 10n = 10 n

√
3.

Podsumowując, dla każdego n ∈ N mamy oszacowanie
10 ⩽ n

√
10n + 9n + 8n ⩽ 10 n

√
3.

Wiemy też, że
lim
n→∞ n

√
3 = 1.

Stosujemy więc twierdzenie o trzech ciągach i otrzymujemy
10 ⩽ lim

n→∞ n
√
10n + 9n + 8n10 · 1 = 10.

Wynika z tego, że
lim
n→∞ n

√
10n + 9n + 8n = 10.

(b) Dla dużych nwwyrażeniu
n
√
5n + 6n + 7n

dominującym składnikiem jest 7n, ponieważ rośnie najszybciej. Korzystając z twierdzenia
o trzech ciągach, pokażemy zatem, że

lim
n→∞ n

√
5n + 6n + 7n = 7.

Po pierwsze zauważmy, że składniki 5n oraz 6n są dodatnie. Stąd
7n ⩽ 7n + 6n + 5n.

Zatem
7 =

n
√
7n ⩽ n

√
7n + 6n + 5n.

Z drugiej strony, ponieważ 6n ⩽ 7n oraz 5n ⩽ 7n, to
7n + 6n + 5n ⩽ 7n + 7n + 7n = 3 · 7n,

skąd
n
√
7n + 6n + 5n ⩽

n
√
3 · 7n = 7 n

√
3.

Podsumowując, dla każdego n ∈ N mamy oszacowanie
7 ⩽ n

√
7n + 6n + 5n ⩽ 7 n

√
3.

Wiemy też, że
lim
n→∞ n

√
3 = 1.

Z twierdzenia o trzech ciągach otrzymujemy więc
7 ⩽ lim

n→∞ n
√
7n + 6n + 5n ⩽ 7 · 1 = 7.

Wynika z tego, że
lim
n→∞ n

√
7n + 6n + 5n = 7.
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(c) Dla dużych nwwyrażeniu

n

√
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n

dominującym składnikiem jest
(1
2
)n, ponieważmaleje najwolniej. Korzystając z twierdzenia

o trzech ciągach, pokażemy zatem, że

lim
n→∞ n

√
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n

= 1
2 .

Najpierw zauważmy, że składniki
(1
4
)n oraz

(1
6
)n, a także ich odpowiednie wielokrotności,

są dodatnie. W związku z tym mamy

5 ·
(1
2
)n

⩽ 5 ·
(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n.

Stąd
1
2

n
√
5 = n

√
5 ·

(1
2
)n

⩽ n

√
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n.

Z drugiej strony, ponieważ (1
4
)n

⩽
(1
2
)n, (1

6
)n

⩽
(1
2
)n,

więc
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n

⩽ (5+ 3+ 2) ·
(1
2
)n

= 10 ·
(1
2
)n.

Zatem
n

√
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n

⩽ n

√
10 ·

(1
2
)n

= 1
2

n
√
10.

Podsumowując, dla każdego n ∈ N mamy oszacowanie

1
2

n
√
5 ⩽ n

√
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n

⩽ 1
2

n
√
10.

Ponieważ
lim
n→∞ n

√
10 = 1 oraz lim

n→∞ n
√
5 = 1,

więc z twierdzenia o trzech ciągach dostajemy

1
2 = 1

2 · 1 ⩽ lim
n→∞ n

√
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n

⩽ 1
2 · 1 = 1

2 .

Wynika z tego, że
lim
n→∞ n

√
5 ·

(1
2
)n

+ 3 ·
(1
4
)n

+ 2 ·
(1
6
)n

= 1
2 .

(d) Dla dużych nwwyrażeniu

n

√
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n

dominującym składnikiem jest
(1
3
)n, ponieważmaleje najwolniej. Korzystając z twierdzenia

o trzech ciągach, pokażemy zatem, że

lim
n→∞ n

√
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n

= 1
3 .

Najpierw zauważmy, że składniki
(1
5
)n oraz

( 1
7
)n, a także ich odpowiednie wielokrotności,

są dodatnie. W związku z tym mamy

4 ·
(1
3
)n

⩽ 4 ·
(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n.
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Stąd
1
3

n
√
4 = n

√
4 ·

(1
3
)n

⩽ n

√
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n.

Z drugiej strony, ponieważ (1
5
)n

⩽
(1
3
)n, ( 1

7
)n

⩽
(1
3
)n,

więc
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n

⩽ (4+ 6+ 2) ·
(1
3
)n

= 12 ·
(1
3
)n.

Zatem
n

√
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n

⩽ n

√
12 ·

(1
3
)n

= 1
3

n
√
12.

Podsumowując, dla każdego n ∈ N mamy oszacowanie

1
3

n
√
4 ⩽ n

√
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n

⩽ 1
3

n
√
12.

Ponieważ
lim
n→∞ n

√
4 = 1 oraz lim

n→∞ n
√
12 = 1,

więc z twierdzenia o trzech ciągach dostajemy

1
3 = 1

3 · 1 ⩽ lim
n→∞ n

√
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n

⩽ 1
3 · 1 = 1

3 .

Wynika z tego, że
lim
n→∞ n

√
4 ·

(1
3
)n

+ 6 ·
(1
5
)n

+ 2 ·
( 1
7
)n

= 1
3 .

15.10 Zacznijmy od dokładniejszego przyjrzenia się ułamkowi
n!
nn

.

Oczywiście możemy go zapisać w postaci
n!
nn

=
1 · 2 · 3 · . . . · (n− 1) · n
n · n · n · . . . · n · n

=
1
n
· 2
n
· 3
n
· . . . · n− 1

n
· n
n
.

Ponieważ
k

n
⩽ 1

dla 1 ⩽ k ⩽ n, dostajemy
n!
nn

⩽
1
n

dla każdego n ∈ N. Zwróćmy także uwagę, że mnożąc liczby naturalne, zawsze otrzymujemy
liczbę naturalną. W związku z tym dla każdego n ∈ N mamy również

0 ⩽
n!
nn

,

co prowadzi do oszacowania
0 ⩽

n!
nn

⩽
1
n

Korzystając z faktu, że
lim
n→∞ 1

n
= 0,

i stosując twierdzenie o trzech ciągach, dochodzimy ostatecznie do wniosku, iż

lim
n→∞ n!

nn
= 0.
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15.11 Zauważmy, że wyraz ogólny rozważanego ciągu można zapisać w postaci

an =

n∑
k=1

1√
n2 + k

.

Ponieważ 1√
n2 + n

⩽
1√

n2 + k
⩽

1√
n2 + 1

dla każdego k ∈ {1, . . . ,n} mamy
n√

n2 + n
⩽ an ⩽

n√
n2 + 1

dla n ∈ N. Ponadto

lim
n→∞ n√

n2 + n
= lim

n→∞ n

n
√
1+ 1

n

= lim
n→∞ 1√

1+ 1
n

= 1

i podobnie
lim
n→∞ n√

n2 + 1
= lim

n→∞ n

n
√

1+ 1
n2

= lim
n→∞ 1√

1+ 1
n2

= 1.

Na mocy twierdzenia o trzech ciągach stwierdzamy więc, że limn→∞ an = 1.

15.12 Z założenia ciąg (bn)n∈N jest ciągiem ograniczonym. Istnieje zatem stałaM > 0 taka, że |bn| ⩽ M

dla n ∈ N. Wtedy 0 ⩽ |anbn| ⩽ |an| · |bn| ⩽ M|an| dla n ∈ N. Korzystając teraz z twierdzenia
o trzech ciągach oraz faktu, że limn→∞|an| = 0, otrzymujemy limn→∞|anbn| = 0, co jest
równoważne stwierdzeniu limn→∞ anbn = 0.

15.13 (a) Rozważmy dwa podciągi (a2k)k∈N oraz (a2k−1)k∈N ciągu (an)n∈N. Wtedy a2k = 1 oraz
a2k−1 = −1 dla k ∈ N, co implikuje, że limk→∞ a2k = 1 oraz limk→∞ a2k−1 = −1. Oznacza
to, że ciąg (an)n∈N zawiera dwa podciągi zbieżne do różnych granic, a zatem nie może
być zbieżny.

(b) Rozumując podobnie jak w powyższym podpunkcie, wystarczy wskazać dwa podciągi
ciągu (an)n∈N zbieżne do różnych granic. Tymi podciągami są (a2k)k∈N oraz (a2k−1)k∈N,
bowiem a2k = 2 i a2k−1 = 0 dla k ∈ N.

(c) Rozumując podobnie jak w podpunkcie (a), wystarczy wskazać dwa podciągi ciągu
(an)n∈N zbieżne do różnych granic. Tymi podciągami są (a4k)k∈N oraz (a4k+1)k∈N, bo-
wiem a4k = 0 oraz a4k+1 = 1 dla k ∈ N.

(d) Rozumując podobnie jak w podpunkcie (a), wystarczy wskazać dwa podciągi ciągu
(an)n∈N zbieżne do różnych granic. Tymi podciągami są (a4k)k∈N oraz (a4k+1)k∈N, bo-
wiem a4k = 1 oraz a4k+1 = 0 dla k ∈ N.

15.14 W podpunktach (a) i (b) skorzystamy z bardzo ważnego faktu, którego tutaj nie będziemy
udowadniać (nie jest to takie oczywiste!): zbiór liczb naturalnych N jest nieograniczonym podzbiorem
zbioru liczb R.

(a) Zaczniemy od zbadania monotoniczności ciągu (an)n∈N. Obliczmy różnicę między kolej-
nymi wyrazami

an+1 − an =
[
3(n+ 1) − 2

]
− (3n− 2) = 3n+ 3− 2− 3n+ 2 = 3 > 0.
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Oznacza to, że każdy kolejny wyraz jest większy od poprzedniego, tzn. an+1 > an dla
wszystkichn ∈ N. Zatem ciąg (an)n∈N jest rosnący. Skoro ciąg (an)n∈N rośnie, to naturalnie
jest ograniczony z dołu przez np. pierwszy wyraz a1 = 3 · 1− 2 = 1.
Z drugiej strony widać, że ciąg nie ma ograniczenia górnego, ponieważ jego wartości rosną
w nieskończoność. Gdyby bowiem istniała liczba M ∈ R taka, że an ⩽ M dla n ∈ N,
oznaczałoby to, że każda liczba naturalna nmusiałaby spełniać nierówność

n ⩽
1
3(M+ 2).

W takim wypadku zbiór liczb naturalnych byłby ograniczony z góry, a wiemy, że tak nie
jest. Dlatego ciąg (an)n∈N nie jest ograniczony z góry.

(b) Zaczniemy od zbadania monotoniczności ciągu (an)n∈N. Obliczmy różnicę między kolej-
nymi wyrazami

an+1 − an =
[
−5(n+ 1) + 3

]
− (−5n+ 3) = −5n− 5+ 3+ 5n− 3 = −5 < 0.

Oznacza to, że każdy kolejny wyraz jest mniejszy od poprzedniego, tzn. an+1 < an

dla wszystkich n ∈ N. Zatem ciąg (an)n∈N jest malejący. Skoro ciąg (an)n∈N maleje, to
naturalnie jest ograniczony z góry np. przez pierwszy wyraz a1 = −5 · 1+ 3 = −2.
Z drugiej strony widać, że ciąg nie ma ograniczenia z dołu, ponieważ jego wartości maleją
w nieskończoność. Gdyby bowiem istniała liczbam ∈ R taka, żem ⩽ an dla wszystkich
n ∈ N, oznaczałoby to, że każda liczba naturalna nmusiałaby spełniać nierówność

n ⩽
1
5(3−m).

W takim wypadku zbiór liczb naturalnych byłby ograniczony z góry, a wiemy, że tak nie
jest. Dlatego ciąg (an)n∈N nie jest ograniczony z dołu.

(c) Zaczniemy od zbadania monotoniczności ciągu (an)n∈N. Przekształćmy najpierw wyraz
ogólny an do postaci

an =
−3n+ 1
1− 2n =

3n− 1
2n− 1.

(Krok ten nie jest konieczny, ale dzięki niemu dalsze obliczenia będą łatwiejsze.) Obliczmy
różnicę między kolejnymi wyrazami:

an+1 − an =
3(n+ 1) − 1
2(n+ 1) − 1 −

3n− 1
2n− 1

=
3n+ 2
2n+ 1 −

3n− 1
2n− 1

=
(3n+ 2)(2n− 1) − (3n− 1)(2n+ 1)

(2n+ 1)(2n− 1)

=
6n2 − 3n+ 4n− 2− (6n2 + 3n− 2n− 1)

(2n+ 1)(2n− 1)

=
−1

(2n+ 1)(2n− 1) < 0.

Oznacza to, że każdy kolejny wyraz jest mniejszy od poprzedniego, tzn. an+1 < an

dla wszystkich n ∈ N. Zatem ciąg (an)n∈N jest malejący. Skoro ciąg (an)n∈N maleje, to
naturalnie jest ograniczony z góry przez np. pierwszy wyraz

a1 =
3 · 1− 1
2 · 1− 1 = 2.
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Ciąg (an)n∈N jest również ograniczony z dołu, bowiem dla n ∈ N mamy

an =
3n− 1
2n− 1 ⩾

3n− 1
2n =

2n+ (n− 1)
2n ⩾

2n
2n = 1.

(d) Zaczniemy od zbadania monotoniczności ciągu (an)n∈N. Obliczmy różnicę między kolej-
nymi wyrazami

an+1 − an =
2(n+ 1) − 1
(n+ 1) + 1 −

2n− 1
n+ 1

=
(2n+ 1)(n+ 1) − (2n− 1)(n+ 2)

(n+ 2)(n+ 1)

=
2n2 + 2n+ n+ 1− (2n2 + 4n− n− 2)

(n+ 2)(n+ 1)

=
3

(n+ 1)(n+ 2) > 0.

Oznacza to, że każdy kolejny wyraz jest większy od poprzedniego, tzn. an+1 > an dla
wszystkichn ∈ N. Zatem ciąg (an)n∈N jest rosnący. Skoro ciąg (an)n∈N rośnie, to naturalnie
jest ograniczony z dołu przez np. pierwszy wyraz

a1 =
2 · 1− 1
1+ 1 = 0.

Ciąg (an)n∈N jest również ograniczony z góry, bowiem dla n ∈ N mamy

an =
2n− 1
n+ 1 ⩽

2n
n+ 1 ⩽

2n
n

= 2.

(e) Zaczniemy od zbadania monotoniczności ciągu (an)n∈N. Obliczmy różnicę między kolej-
nymi wyrazami:

an+1 − an =
n+ 1
2n+1 −

n

2n =
n+ 1− 2n

2n+1 =
1− n

2n+1 ⩽ 0.

Oznacza to, że każdy kolejny wyraz jest mniejszy lub równy od poprzedniego, tzn. an+1 ⩽
an dla wszystkich n ∈ N. Zatem ciąg (an)n∈N jest nierosnący. (Można z łatwością pokazać,
że począwszy od drugiego wyrazu jest on malejący.) Skoro ciąg (an)n∈N jest nierosnący,
to naturalnie jest ograniczony z góry przez np. pierwszy wyraz

a1 =
1
2.

Ciąg (an)n∈N jest również ograniczony z dołu, bowiem dla n ∈ N mamy

an =
n

2n ⩾ 0.

(f) Zaczniemy od zbadania monotoniczności ciągu (an)n∈N. Obliczmy różnicę między kolej-
nymi wyrazami:

an+1 − an =
2n+1

(n+ 1)! −
2n
n! =

2n+1 − 2n(n+ 1)
(n+ 1)! =

2n(2− n− 1)
(n+ 1)! =

2n(1− n)

(n+ 1)! ⩽ 0.

Oznacza to, że każdy kolejny wyraz jest mniejszy lub równy od poprzedniego, tzn. an+1 ⩽
an dla wszystkich n ∈ N. Zatem ciąg (an)n∈N jest nierosnący. (Można z łatwością pokazać,
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że począwszy od drugiego wyrazu jest on malejący.) Skoro ciąg (an)n∈N jest nierosnący,
to naturalnie jest ograniczony z góry przez np. pierwszy wyraz

a1 =
2
1! = 2.

Ciąg (an)n∈N jest również ograniczony z dołu, bowiem dla n ∈ N mamy

an =
2n
n! ⩾ 0.

15.15 Nietrudno zauważyć, że ciąg (an)n∈N jest rosnący, bowiem funkcja x 7→
√
x jest rosnąca na

[0,+∞). Pokażemy teraz, że ciąg ten jest ograniczony z góry przez 2. Oczywiście a1 =
√
2 ⩽ 2

oraz
a2 =

√
2+

√
2 ⩽

√
2+ 2 =

√
4 = 2.

Ponieważ an+1 =
√2+ an, to rozumując podobnie możemy pokazać, że

an+1 =
√
2+ an ⩽

√
2+ 2 =

√
4 = 2.

(Jeżeli chcielibyśmy przedstawić powyższe oszacowanie w sposób bardziej formalny i „ładny”,
moglibyśmy posłużyć się klasyczną metodą indukcji matematycznej.) A zatem ciąg (an)n∈N

jako rosnący i ograniczony z góry posiada granicę.
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