Rozpziat 14

TEORIA MOCY

TEORIA

RéwNoLICZNOSE zBIOROW. dwa zbiory X i Y sg rownoliczne (co zapisujemy X ~ Y) wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje bijekcja f: X — Y odwzorowujgca wzajemnie jednoznacznie zbiér X na Y.
Mozna np. pokazaé, ze odcinek (0,1) jest réwnoliczny z kwadratem bez brzegu o boku
dtugosci 1.

TwierDZENIE CANTORA-BERNSTEINA. Jezeli zbidr A jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem
zbioru B, a zbiér B jest rownoliczny z pewnym podzbiorem zbioru A, to zbiory A i B sg
rownoliczne. W szczegdlnosci, jezeli C € B C A oraz A ~ C, to réwniez B ~ A oraz B ~ C.

ZBIORY SKONCZONE I NIESKONCZONE. Zbidr X jest nieskoriczony, gdy jest on réwnoliczny z pew-

nym swoim podzbiorem wlasciwym A (wlaSciwym tzn. takim, ze A C X, ale A # X). Méwimy,
ze zbior X jest skoriczony, gdy nie jest on nieskoriczony.

Najprostszymi przyktadami zbioréw nieskoriczonych sg zbiory liczbowe: N, Z, Q czy R. Przy-
kfadami zbioréw skoriczonych s Z,, dlan > 2. Zbidr pusty jest rowniez zbiorem skoriczonym.

ZBIOR PRZELICZALNY. Zbior X nazywamy przeliczalnym, gdy X jest skoriczony lub réwnoliczny

ze zbiorem liczb naturalnych. Okazuje si¢, Ze niepusty zbior jest przeliczalny, gdy wszyst-
kie jego elementy mozna ustawi¢ w ciag (skoriczony lub nieskoriczony). Co wiecej suma
mnogos$ciowa przeliczalnej liczby zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

ZBIORY MOcY Ny. Wsréd zbioréw przeliczalnych specjalne miejsce zajmujg zbiory nieskori-

czone. S one réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych. Ich moc (liczebno$¢) oznacza sie
symbolem N (czytaj: alef zero). Z samej definicji zbiér N ma moc N,. Jak zobaczymy w zada-
niach moc Xy majg réwniez zbiory Z oraz Q.

ZB16R PoTEGOWY. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Zbiorem potegowym zbioru X nazywamy

rodzine wszystkich podzbioréw zbioru X i oznaczamy go symbolem P(X) lub 2*. (Pochodze-
nia drugiego z powyzszych symboli mozna doszukiwac¢ sie w fakcie, Ze zbiér n-elementowy
ma dokfadnie 2™ podzbioréw.)

ZBIORY MOCY ¢. Zbiér réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych R nazywamy zbiorem

mocy kontinuum. Skrétowo mozemy napisaé, ze zbidr taki ma moc ¢. W teorii mocy dowodzi
sie, ze P(N) ~ R, a zatem zbiér P(N) wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych ma moc



kontinuum. W konsekwencji X, < ¢, co oznacza, ze zbidr liczb rzeczywistych ma ,znacznie
wiecej” elementéw niz zbidr liczb naturalnych (a zatem i wymiernych).

Z. ADANIA

Zadanie 14.1. Pokaz, ze jezeli A; ~ By oraz A; ~ By, to A1 X Ay ~ By x B,.
Zadanie 14.2. Pokaz, ze jezeli A ~ B, to P(A) ~ P(B).

Zadanie 14.3. Niech X bedzie ustalonym zbiorem. Rozwazmy relacje R na P(X) okreslong
réwnowaznoscig ARB <+ A ~ B. Pokaz, Ze relacja R jest relacjg rownowaznosci na P(X).

Uwaga: Ustalenie zbioru X na poczatku zadania jest niezmiernie istotne i wynika z samych
podstaw matematyki. GdybySmy chcieli, by relacja R byta okres§lona dla dowolnej pary zbioréw
A i B (niekoniecznie bedgcych podzbiorami ustalonego zbioru X), musielibySmy rozwazac ja
na tzw. zbiorze wszystkich zbioréw. Wprowadzenie takiego obiektu do matematyki prowadzi do
tzw. antynomii (paradoksu)) Russella lub paradoksu Cantora. Anegdotycznie antynomie Russella
mozna wyrazié¢ nastepujaco: Fryzjer, mieszkaniec pewnego miasta, goli tych jego mieszkaricow,
ktérzy sami sig nie golg. Czy ow fryzjer goli si¢ sam? JeZeli goli si¢ on sam, to nie moze goli¢ si¢ sam.
Jezeli natomiast jest mezczyzng, ktory nie goli si¢ sami, to musi sig sam golic¢!

Zadanie 14.4. Sprawdz, czy podane zbiory A i B s réwnoliczne, jezeli
(a) A ={2,3}oraz B = {Jan Kowalski, Zofia Nowak]},
(b) A={neN:n<8lorazB={neN:1<n’><64},
(c) A=NorazB =7,
(d) A=(0,+0)oraz B =R,
(e) A=NorazB =(0,1),
(f) A=NxNorazB =N,
(g) A={(xy) eR*:x*+y* <1} orazB = {(x,y) € R?: x* + y*> < 4},
(h) A={(xy) e R*:x*+y?> <2} oraz B = {(n, k) € N>: n? + k* < 2},
(i) A={(x,y) e R?:x*+y* =1} oraz B = [0,27).

Zadanie 14.5. Pokaz, ze jezeli A jest zbiorem przeliczalnym oraz B C A, to B jest réwniez
zbiorem przeliczalnym

Zadanie 14.6. Uzasadnij, ze ponizsze zbiory sg przeliczalne:
(a) zbidr liczb wymiernych Q,
(b) zbiér przedziatéw otwartych w R o koricach wymiernych,

(c) dowolny zbiér roztagcznych przedziatéw w R o niepustych wnetrzach; przedziat I C R
(dowolnego typu) na niepuste wnetrze, jezeli istnieje przedziat otwarty (a,b) C R taki,
ze (a,b) C 1,



(e)

(f)
(8)

zbiér wszystkich wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych,

zbiér wszystkich nieskoniczonych ciggéw geometrycznych o wyrazach wymiernych
i wyrazie poczatkowym a; réznym od zera; ciag (an)neny Nazywamy ciggiem geometrycz-
nym, jezeli istnieje q € R takie, ze an11 = a,q dla kazdegon € N,

{A C N:zbiér N\ A jest zbiorem skoriczonymy},

{x e R:sinx € Q}.

Zadanie 14.7. Wykaz, ze dowolny przedziat w R o niepustym wnetrzu jest réwnoliczny ze

zbiorem liczb rzeczywistych.

Zadanie 14.8. Uzasadnij, Ze ponizsze zbiory maja moc kontinuum:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

14.1

14.2

plaszczyzna,

zbiér wszystkich punktéw ptaszczyzny o doktadnie jednej wspoétrzednej wymiernej,
{(x,y) € R?: istnieje takie q € Q, ze x —y = q},

zbiér wszystkich suriekcji f: N — N,

(ACN:A~N\AL

RozwiazaNia

Zbiory A1 i By oraz A; i By sg réwnoliczne, a wiec z definicji istniejg bijekcje f1: Ay — By
oraz fa: A — Bj. Pokazemy, Zze funkcja F: A; x Ay — B; x B, dana wzorem F(ay, ap) =
(f1(a1), f2(az)) wyznacza réwnolicznoé¢ zbioréw Aj x A, oraz By x B,. Niech (aj, ap) oraz (cy, ¢3)
beda dowolnymi punktami w A; x A, takimi, ze F(ay, az) = F(cq, c2). Wtedy (f1(a1), f2(az)) =
(f1(c1),f2(c2)), azatem fi(a;) = fi(c1) oraz fa(az) = fa(ca). Poniewaz funkcje fy, f sg iniekcjami,
otrzymujemy a; = ¢ oraz ap = ¢3. Dowodzi to, ze (ay, ap) = (c1, ¢2). Tym samym funkcja F jest
iniekcja. By wykazad, ze F jest suriekcjg, rozwazmy dowolny punkt (by, by) € By x By. Wtedy
wobec suriektywnosci funkcji fi, f; istniejg punkty a; € A; oraz a; € A, takie, ze fi(a;) = by
oraz fy(ap) = by. Stad F(ay, az) = (fi(a1), f2(az2)) = (b, by). Zatem funkcja F jest suriekcjg na
By x By. Skoro funkcja F jest bijekcja zbioru A1 x A; na By x By, zbiory te s réwnoliczne.

Poniewaz zbiory A i B sg rownoliczne, wiec istnieje bijekcja f przeksztatcajgca zbiér A na zbiér B.
Zdefiniujmy odwzorowanie F: P(A) — P(B) wzorem F(X) = f(X) dla X € P(X), tzn. kazdemu
zbiorowi X C A przyporzadkowujemy jego obraz poprzez funkgje f, tj. F(X) = {f(x) : x € X} C B.
Pokazemy teraz, ze funkcja F jest iniekcjg. Niech X,Y € P(A) beda takie, ze F(X) = F(Y), tzn.
f(X) = f(Y). Zatem dla kazdego x € X istnieje takiy € Y, ze f(x) = f(y). W konsekwencji x =
f~1(f(x)) = f1(f(y)) =y € Y. Oznacza to, ze X C Y. Podobnie mozna pokazaé, ze Y C X. Stad
X = Y.Funkgja Fjest zatem iniekcja. Pokazemy teraz, Ze jest ona réwniez suriekcjg. Dla dowolnego
Y € P(B) niech X = f1(Y) ={x € A: f(x) € Y} C A, tzn. zbiér X jest przeciwobrazem zbioru
Y poprzez funkdje f. (Uwaca: symbol f~1(Y) mozemy zrozumieé dwojako: jako przeciwobraz
poprzez funkgcje f lub jako obraz poprzez funkcje odwrotng . Okazuje sie, ze w przypadku
bijekcji jest to doktadnie ten sam obiekt, uzywanie tutaj tego samego oznaczenia w dwéch réznych
kontekstach nie prowadzi wigc do bledéw czy nieporozumien.) Wtedy F(X) = f(f~1(Y)) =Y.
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14.3

14.4

Istotnie, jezeliy € f(f~1(Y), toy = f(x) dla pewnego x € f~1(Y). Ale z definicji przeciwobrazu
f~1(Y) oznacza to, ze f(x) € Y, czyli f(f 1 (Y) C Y. Zal6zmy teraz, ze y € Y. Poniewaz funkcja f
jest bijekcjg mozemy napisa¢y = f (f1(y)). Zauwazmy, ze element f~1y) € X. Wynika stad,
zey € f(X) = f(f1(Y)). A zatem Y C f(f~1(Y)). Pokazaliémy wiec, ze dla ustalonego Y € P(B)
istnieje X € P(A) taki, ze F(X) = Y. Odwzorowanie F jest wiec suriekcja. W konsekwencji jest
réwniez bijekcja i zbiory P(A) i P(B) sg réwnoliczne.

ZwrotNo$¢: Niech A bedzie dowolnym zbiorem w P(X). Wtedy funkcja identyczno$ciowa
f: A — A dana wzorem f(a) = a dla kazdego a € A jest bijekcjg zbioru A na siebie. Oznacza to,
ze A ~ A, czyli ARA.

SymETRYCZNOSC: Niech A, B € P(X) bedg dowolnymi zbiorami takimi, ze ARB, tzn. A ~ B.
Istnieje wtedy bijekcja f: A — B przeksztalcajgca wzajemnie jednoznacznie zbiér A na zbiér B.
Rozwazmy funkcje odwrotng f~!: B — A. Pokazemy, ze ona jest réwniez bijekcjq. Przypuéémy,
ze dla dowolnych by, by € B mamy f~1(by) = f~1(b,). Wtedy by = f(f1(by)) = f(f1(bs)) = bs.
Oznacza to, ze ! jest iniekcja. By pokazaé, ze jest suriekcja, rozwazmy dowolny element a € A.
Zdefiniujmy b := f(a). Oczywiscie b € B, a ponadto f~1(b) = f1(f(a)) = a. Tym samym f1
jest suriekcja i w konsekwencji bijekcja.

PrzecHopN10$¢: Niech A, B, C € P(X) bedg dowolnymi zbiorami takimi, ze ARB oraz BRC, tzn.
A ~ B oraz B ~ C. Istniejg wtedy bijekcje f: A — B oraz g: B — C przeksztalcajgce wzajemnie
jednoznacznie zbiér A na B i B na C. Rozwazmy funkcje h: A — C dang wzorem h(a) =
(gof)(a) = g(f(a)). Pokazemy, Ze jest ona szukang bijekcjg zbioru A na C. Niech aj,a; € A
beda dowolnymi punktami takimi, ze h(a;) = h(ay), tzn. g(f(a;)) = g(f(az)). Korzystajac z
iniektywnosci funkgji g, otrzymujemy f(a;) = f(ay). Teraz kolej na iniektywno$¢ funkcji f. W
konsekwencji dostajemy a; = ay, co oznacza, ze h jest iniekcja. By pokazagd, Ze h jest suriekcja
na C wezmy dowolny punkt ¢ € C i zdefiniujmy a := f~1(g~!(c)). (Tutaj symbole f~1ig~!
oznaczaja funkcje odwrotne do f i g odpowiednio. Sg one poprawnie zdefiniowane, bowiem fi g
sa bijekcjami.) Wtedy g~!(c) € Bif!(g~!(c)) € A oraz h(a) = g(f(a)) = g(f(f 1(g~!(c)))) =
g(g~1(c)) = c. Zatem h jest suriekcjg na C. Skoro h odwzorowuije bijektywnie A na C, dostajemy
A ~ C, tzn. ARC.

(a) Okreslmy funkcje f: A — B nastepujacymi przyporzadkowaniami 2 +— Jan Kowalski oraz
3 — Zofia Nowak. Tak zdefiniowane odwzorowanie przeksztalca bijektywnie zbiér A na
zbiér B. Pokazuje to, ze A ~ B.

(b) Zauwazmy, ze A = {1,2,3,4,5,6,7} oraz B = {2,3,4,5,6,7}. Pokazemy, Zze zbiory nie
moga by¢ réwnoliczne. Rozwazmy dowolng funkcje f: A — B. Wtedy na mocy zasady
szufladkowej Dirichleta istnieje warto§¢ b € B oraz co najmniej dwa argumenty a;,a; € A
takie, ze f(a;) = b oraz f(ap) = b. Oznacza to, ze kazda funkcja przeksztalcajgca zbiér A
w B nie jest iniektywna. Nie moze by¢ wiec bijekcja.

(c) Niech f: N — Z bedzie dana wzorem:

—_

(n—2)  dlan parzystych,

N

f(n) = 1
5 (n+1) dlannieparzystych.

Zaczniemy od sprawdzenia, Ze funkcja f jest réznowartosciowa. Przypusémy, ze dla do-
wolnie wybranych n, m € N mamy f(n) = f(m). Zauwazmy, iz nie moze si¢ zdarzy¢, ze
liczby m i n s réznej parzystosci, poniewaz w takim przypadku liczby f(n) i f(m) bylby



(d)

(e)

()

réznych znakéw i w konsekwengcji rownosé f(n) = f(m) nie mogtaby zachodzi¢. Jezelin, m
sg liczbami parzystymi, to z réwnosci f(n) = f(m) wynika, ze %(n —2) = %(m— 2), a zatem
n = m. JeZeli natomiast n, m sa liczbami nieparzystymi, to réwnos¢ f(n) = f(m) implikuje,
ze —3(n+1) = —}(m+1), skad réwniez otrzymujemy, ze n = m. Tym samym pokazali$my,
ze odwzorowanie f jest iniekcja. W celu wykazania, Ze f jest suriekcjg rozwazmy dowolng
liczbe catkowity k € Z oraz przyjmijmy n := 2k + 2, jezeli k > 0, oraz n := —(2k + 1), jezeli
k < 0. Wtedy, w kazdym z dwéch powyzszych przypadkéw, mamy n € Ni

f(n) = f(2k +2) = %[(2k+2) —2l=k

dla k > 0 oraz

f(n) = f(—2k — 1) = —%[—(zu 1) +1] =k

dla k < 0. To pokazuje, ze funkgja f jest suriekcja zbioru N na Z. Tym samym N ~ Z.

Rozwazmy funkcje f: (0,4+00) — R zdefiniowang wzorem f(x) = Inx dla x € (0, +o0).
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze funkcja f przeksztalca wzajemnie jednoznacznie zbiér (0, +o0)
na R; funkcja odwrotng do f(x) = Inx jest funkcja f~': R — (0,+00) dana wzorem
f~1(x) = e*. Wynika stad, ze (0, +c0) ~ R.

Pokazemy, ze przedziat (0, 1) nie jest przeliczalny, co bedzie oznacza¢, ze nie moze by¢ réw-
noliczny z N. Po pierwsze zauwazmy, Ze zbior (0, 1) jest nieskoriczony, bo jest réwnoliczny
ze swoim podzbiorem wiadciwym (0, %) ; wystarczy rozwazy¢ funkcje f: (0,1) — (0, %)
dang wzorem f(x) = %x, by to zobaczy¢. Przypuéémy teraz, ze przedziat (0, 1) jest jednak
przeliczalny, tzn. wszystkie jego elementy mozna ustawi¢ w cigg nieskoniczony (xn )nen.
Mozna pokaza¢ (nie bedziemy tego robi¢), ze kazda liczba z przedziatu (0, 1) ma doktadnie
jedno nieskoriczone rozwiniecie dziesietne. Oznacza to, ze X, = 0,an1an20an3 ..., gdzie
ani €1{0,1,2,...,9}, ale nie wszystkie z nich sg od pewnego miejsca zerami; wtedy rozwi-
niecie byloby skorficzone. Okre$lmy teraz nowg liczbe x := 0,b1bybsby . .., przyjmujac, ze
bi # aii, by # 0oraz by # 9 dlai € N. Wtedy x jest liczbg z przedziatu (0, 1), a ponadto
X # Xi, bo liczby x i x; majg r6zne cyfry na i-tym miejscu rozwiniecia dziesietnego, tzn.
bi # aii. Zatem x jest liczbg z przedziatu (0,1) r6zng od wszystkich liczb ciggu (xn )nen.
To jest jednak sprzeczne z zatozeniem, Ze ciag ten zawierat wszystkie liczby z przedziatu
(0,1). Oznacza to, ze zbiory N oraz (0, 1) nie sa réwnoliczne.

Rozwazmy odwzorowanie f: N x N — N zdefiniowane jak na ponizszym rysunku.

5
4
3 ° o
2 ° o

1 2 3 4 5

Gdybysmy chcieli zada¢ funkcje f wzorem, wygladatby on nastepujaco

1
f(i,j) = §(i+j—2)(i+j—1)+i dla (i,j) € N x N.



Z samej konstrukgji funkcji f wida¢, Zze przeksztalca ona bijektywnie zbiér N x N na N.
Zatem N x N ~ N.

(g) Zbiory A i B sg réwnoliczne, bowiem mozna tatwo sprawdzié, ze funkcja f: A — B
zdefiniowana wzorem f(x,y) = (2x, 2y) jest bijekcja.

(h) Zauwazmy, ze zbidér B zawiera jedynie cztery elementy: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), podczas
gdy zbiér A jest zbiorem nieskoficzonym. W szczegdlnosci zwiera on pie¢ réznych elemen-
téw. Rozumowanie analogiczne do tego, ktére mozna znalez¢ w podpunkcie (b) pokazuje,
ze nie istnieje bijekcja zbioru A na zbiér B, tzn. zbiory A i B nie sa réwnoliczne.

(i) Pokazemy, ze funkcja f: B — A zdefiniowana wzorem f(t) = (cost,sint) wyznacza
réwnoliczno$¢ zbioréw A i B. Na wstepie zauwazmy, ze ze wzoru jedynkowego wynika,
ze f jest dobrze zdefiniowana, tzn. f(t) € A dla kazdego t € B. Pokazemy teraz, Ze f jest
iniekcjg. Przypusémy, ze f(t) = f(s) dlat,s € B. Wtedy cost = coss oraz sint = sins,
a zatem cos(t—s) = costcos s +sintsin s = 1. Tym samym t —s = 2kt dla pewnego k € Z.
Z drugiej strony t, s € [0,27), wiec t = s. By wykazad, ze zbiory A i B sg réwnoliczne,
pozostaje zatem udowodnié, ze funkcja f jest suriekcjg. Ustalmy punktu (x,y) € A. Wiemy,
ze istnieje wtedy dokladnie jeden kat t € [0,2m) taki, ze cost = x oraz sint = y (por.
Rozdzial 13). Tym samym f(t) = (cost,sint) = (x,y), co pokazuje, ze f jest suriekcja.
Zatem A ~ B.

14.5 W przypadku, gdy A jest zbiorem skoriczonym, to zawieranie B C A implikuje, ze réwniez B jest
zbiorem skoniczonym. Istotnie, gdyby B byt nieskoriczony, to istniatby jego podzbiér wiasciwy
C réwnoliczny z calym zbiorem B. Istniataby zatem bijekcja f przeksztalcajgca zbiér B na C.
Definiujac g: A — C wzorem g(x) = x dlax € A\ B oraz g(x) = f(x) dla x € B, otrzymaliby$my
bijekcje A na wtasciwy podzbidr zbioru A postaci (A \ B) U C. Zbiér A nie bylby wiec skoriczony —
sprzeczno$¢. Mozemy wiec zalozy¢, ze zbidr A jest réwnoliczny z N. Przez F oznaczmy bijekcje
przeksztalcajgcg zbidr A na N, ktéra istnieje na mocy zatozenia. Jezeli B jest zbiorem skoriczonym
(zbiér B moze by¢ réwniez zbiorem pustym), to wprost z definicji jest on zbiorem przeliczalnym.
Mozemy wiec bez straty ogélnosci przyjac, ze zbior B jest nieskoriczony. Wtedy réwniez zbior
F(B) jest zbiorem nieskoriczonym, bowiem jezeli G: B — D jest bijekcjg zbioru B na pewien jego
podzbiér wasciwy D, to Fo GoF~1: F(B) — F(D) jest bijekcjg F(B) na F(D). Poniewaz zbi6r F(B)
jest rownoliczny ze zbiorem B, w celu wykazania, ze B ~ N, wystarczy udowodni¢, ze zbiér F(B)
jest przeliczalny. Skoro F(B) # (), mozemy w zbiorze F(B) znalez¢ element najmniejszy; ktory
oznaczymy przez aj, tj. a; = min{n € N:n € F(B)}. (Uwaca: wykorzystujemy tutaj fakt, ze
zbiér liczb naturalnych ze standardowym porzadkiem generowanym przez relacje nieréwnosci <
jest tzw. zbiorem dobrze uporzgdkowanym, tzn. takim zbiorem, w ktérym kazdy niepusty podzbiér
ma element najmniejszy wzgledem relacji porzadku.) Poniewaz zbiér F(B) jest nieskoriczony,
to F(B) \ {a1} # 0, a zatem zbiér F(B) \ {a;} posiada element najmniejszy a,. Zauwazmy, ze
a; < ap. Gdyby bowiem a, < ay, to z minimalnosci elementu a; wynikatoby, ze a; = ap, a to
prowadzitoby do wniosku, ze a; € F(B) \ {a;}, co oczywiscie nie jest prawdg. Ogodlnie, majac
juz zdefiniowane n pierwszych elementéw ciggu ay, ay, ..., an, wyraz a, 1 definiujemy jako
element najmniejszy zbioru F(B) \ {aj,..., an} # 0. Oczywiscie a; < ap < ... < an < An41.
Z konstrukcji wynika, iz przeksztalcenie H: N — F(B) zdefiniowane wzorem H(n) = a, jest
réznowartosciowe. Zauwazmy jednak, Ze jest ono réwniez suriekcjg, poniewaz dla dowolnego
k € F(B) zbiér {n € F(B) : n < k} C N jest skoriczony, a zatem jezeli liczy on 1 elementéw, to
k = a;. Tym samym odwzorowanie H jest bijekcjg, ktéra wyznacza réwnolicznosci zbioréw F(B)
oraz N. Stad B ~ N.



14.6 (a) W pierwszym kroku wypiszmy wszystkie liczby wymierne dodatnie w postaci nastepujace;j

(b)

(c)

tablicy

=IO =i R RIN R
NI NI NIW NIN N[=
WIUT Wik WL WIN W=
U1 i W IN W=
il Uil Q1L G1IN Ulj=

Ustawmy teraz te liczby w ciag, piszac najpierw te, w ktérych suma licznika i mianownika
wynosi 2, potem te, w ktérych suma licznika i mianownika wynosi 3, itd. Otrzymujemy

12132143215 4321
17172°1°2°3°172°3° 4123 45"
Usunimy teraz z tego ciggu wszystkie wyrazy, ktére wystepuja juz w nim poprzednio.
Dostajemy wiec cigg zawierajacy wszystkie liczby wymierne, przy czym kazdg z nich tylko

raz:
12131432151
171°2°1"3 123415
Pozostaje jeszcze uwzglednié liczby wymierne ujemne oraz zero. Widzimy wiec, ze wszyst-
kie liczby wymierne mozna ustawi¢ w cigg ré6znowarto$ciowy:
112 21 13 31 14 4
IO R U U U U U U G U Vs
3 32 21 15 51 1
S T G U G U U U T

Oznacza to, ze zbidr liczb wymiernych Q jest przeliczalny.

0,

4

Niech A oznacza zbiér sktadajacy sie z przedzialéw otwartych w R o koricach wymiernych,
tj.
A={(a,b)CR:a,beQia<b}.

Rozwazmy funkcje f: A — Q x Q, ktéra kazdemu przedziatowi (a, b) przyporzadkowuje
pare (a,b) zlozong z konicéw tego przedziatu: lewego i prawego. Niestety w naszej notacji
te dwa obiekty oznaczane sa takim samym symbolem. By zatem unikna¢ niejasnosci, w tym
zadaniu bedziemy oznacza¢ przedzial otwarty o koricach a i b symbolem ]a, b[. Mozemy
zatem zapisac f(Ja, b[) = (a,b) dla]a, ble A. Odwzorowanie f jest iniekcjg. Gdyby bowiem
zdarzyto sig, ze f(Ja, b[) = f(lc, d[) dla]a, b[,]lc, d[€ A, to (a,b) = (c, d), skad wynika, ze
a = coraz b = d. Zatem ]a, b[=]c, d[. W konsekwencji A ~ f(A). Wiemy ponadto, ze
Q x Q~N x N~ N (por. Zadanie 14.1, Zadanie 14.4 (f) oraz Zadanie 14.6 (a)), a zatem
istnieje bijekcja g: Q x Q — N. Zlozenie g o f jest odwzorowaniem ré6znowarto$ciowym
przeksztalcajacym zbiér A w N, co wobec Zadania 14.5, pokazuje, ze zbiér A jest zbiorem
przeliczalnym.

Niech A oznacza dowolny zbiér roztgcznych przedzialéw w R o niepustych wnetrzach.
Zdefiniujmy odwzorowanie f przeksztalcajace zbior A w Q, ktére kazdemu przedziatowi
I € A przyporzadkowuje wybrang liczbe wymierng q; € I N Q. Zauwazmy, Ze liczba q
istnieje z uwagi na niepusto$¢ wnetrza przedziatu I oraz gestosc¢ liczb wymiernych w R.
Odwzorowanie f jest odwzorowaniem réznowartosciowym, bowiem z faktu, iz przedzialy
I[,] € A sa rozlgczne wynika, iz liczby q; oraz qj sg rézne. Sktadajac funkcje f z bijek-
Gja g, ktora przeksztalca zbiér Q na zbiér N, otrzymujemy odwzorowanie go f: A — N
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(d)

(e)

()

przeksztalcajace réznowarto$ciowo zbiér A w zbiér N. Tym samym zbidr A jest zbiorem
przeliczalnym (por. Zadanie 14.5).

Oznaczmy przez W zbiér wszystkich wielomianéw o wspéiczynnikach catkowitych, a przez
Wi, jego podzbidr, skladajacy sie z wielomianéw stopnia n. Zauwazmy, ze kazdy wielomian
anXx™ + an_1x" +...+ax + ag

stopnia n mozemy utozsamia¢ z (n + 1)-elementowym ciggiem wspdtczynnikéw
(an,an-1,...,a1,0ap).
Innymi sfowy odwzorowanie
fr: Wn — Zx (M <7
dane wzorem

flanx™ + an_1x™ +... + arx + ag) = (an, an_1,...,0a1,ap)

jest iniekcja. Stad Wy, ~ f(Wh ). Ale f(Wy,) jest podzbiorem zbioru przeliczalnego Z x (n+1)

xZ (przeliczalnos¢ tego zbioru wynika z Zadania 14.1 oraz Zadania 14.4 (c) i (f)). Stad na
mocy Zadania 14.5 zbiér W, jest przeliczalny. Zauwazmy teraz, ze

W ={0uUWoUW;UW,LU...,

tzn. W jest przeliczalng suma mnogosciowa zbioréw przeliczalnych. A zatem zbiér W
wszystkich wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych jest réwniez przeliczalny.

Przez A oznaczmy zbidr sktadajgcy sie ze wszystkich nieskoriczonych ciggéw geometrycz-
nych o wyrazach wymiernych. Rozwazmy odwzorowanie f: A — Q x Q zdefiniowane
wzorem f((an)nen) = (a1, %) dla (an)nen € A. Zauwazmy, ze funkcja f jest popraw-
nie zdefiniowana, tzn. dla kazdego (an)neny € A mamy a; € Q oraz g—f € Q (zalozenie
a; # 0 implikuje, Ze iloraz q, = g—f jest okreslony). Pokazemy teraz, ze funkcja f jest
iniekcja. Przypusémy, ze f((an)nen) = f((bn)nen) dla (an)nen, (bn)nen € A. Wtedy
(aq, g—f) = (by, g—f), a zatem a; = by oraz ay = by. W szczegdlnosci qq = qp i w konse-
kwengji an = by, dla dowolnego n € N. Tym samym ciagi (an )nen oraz (bn )nen sg réwne.
Rozumujac podobnie jak w poprzednim podpunkcie widzimy, ze A ~ f(A) oraz f(A) jest

podzbiorem zbioru przeliczalnego Q x Q. Zatem A jest zbiorem przeliczalnym.

Rozwazmy nastepujace zbiory Ay = {N} oraz
A = {X C N: zbiér N \ X ma doktadnie i elementc’)w}

dlai=1,2,3,...Oczywiscie Ay ~ {1}. Pokazemy teraz, ze A; sg zbiorami przeliczalnymi dla
i1=1,2,3,... Dla ustalonego zbioru X € A; przez x; < x; < ... < x4 oznaczmy elementy
nalezace do zbioru N \ X. Mozemy wiec okresli¢ przyporzadkowanie

fi: Ay — Nx (1 xN

wzorem
X — (X1,X2,...,Xi).

Odwzorowanie to jest réznowartosciowe, poniewaz jezeli fi(X) = fi(Y) dla X,Y € Aj, to
(x1,%2,...,%i) = (Y1, Y2, .+ ., Yi)-
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Stad x; =y;dlaj=1,2,...,ioraz
NAX ={x1,%2,..., %} ={y,y2,...,yi = N\Y,

a zatem
X=N\(N\X)=N\(N\Y)=Y.

Tym samym zbiér A; jest przeliczalny (por. rozwigzania poprzednich podpunktéw).
Przeliczalno$¢ zbioru A wynika teraz z przeliczalnosSci zbioréw A; oraz faktu, ze A =
AjUATUAU...

(g) Zauwazmy, ze zbior A = {x € R : sinx € Q} mozna zapisac jako przeliczalng sume zbioréw
przeliczalnych. Istotnie A = (J,cqgAq, gdzie Aq = {x € R:sinx = q} dla q € Q. Zbiory
Aq s oczywiscie przeliczalne, bowiem na kazdym przedziale [2km,2(k + 1)7), gdzie
k € Z, funkgja sin x przecina prostag y = q w maksymalnie dwéch punktach, a rodzina
przedzialéw powyzszego typu jest przeliczalna (zob. Zadanie 14.6 (b)). Tym samym zbi6r
A jako przeliczalna suma mnogosciowa zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

14.7 Przypomnijmy, Ze przedzial ma niepuste wnetrze, jedli zawiera pewien przedziat otwarty. Na
przyklad przedziat [0,3) ma niepuste wnetrze, poniewaz (1,2) C [0,3). Natomiast wnetrze
przedziatu [0, 0] jest puste. Réwnowaznie mozemy powiedzie¢, ze przedzial ma niepuste wnetrze,
gdy zawiera co najmniej dwa punkty.

Krok 1. Zauwazmy, iz dowolne dwa przedzialy otwarte (a, b) oraz (c,d), gdzie a,b,c,d € R
oraz a < bic < d, s rownoliczne. Istotnie funkcja f: (a,b) — (¢, d) dana wzorem

_d—c

fo) b—a

(x—a)+c dlaxe (a,b)

jest bijekcja (jako funkcja liniowa).

Krok 2. Poniewaz funkcja

T T
=== R
o: (-3.3) -

zdefiniowana wzorem g(x) = tg x jest bijekcja, wigc (—7, 5) ~ R. Stad, na mocy Kroku 1, mamy

(a,b) ~ (=7, %) ~ R dla dowolnego przedziatu (a,b) C R, gdzie a,b € Ria < b.

Krox 3. Jezeli (a,+00) C R jest przedzialem nieograniczonym, gdzie a € R, to z faktu, ze
(a,a+1) C (a,+0o0) C R, Kroku 1 oraz twierdzenia Cantora—Bernsteina wynika, ze (a, +00) ~ R.
Podobnie mozna pokaza¢, ze (—oo, a) ~ R.

Krok 4: Jezeli I jest przedziatem jednostronnie lub obustronnie domknietym, to z faktu, iz ma
on niepuste wnetrze wynika, Ze istnieje przedziat otwarty (a,b) C R taki, ze (a,b) C I C R.Na
mocy twierdzenia Cantora—Bernsteina otrzymujemy, ze [ ~ R.

Krox 5: Jezeli I jest przedziatem postaci [a, +00) lub (—o0, al, to rozumujac podobnie jak w
Korku 3 mozna pokazaé, ze I ~ R.

14.8 (a) Z poprzedniego zadania oraz Zadania 14.1 wiemy, ze R x R ~ (0,1) x (0,1). A z drugiej
strony R ~ (0,1) ~ (0,1) x (0,1). Oznacza to, ze plaszczyzna R x R ma moc kontinuum.

(b) Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Niech A bedzie zbiorem wszystkich punktéw
plaszczyzny o dokladnie jednej wspoéirzednej wymiernej, zas

B={(x,0)eR*:x e R\Q}U{(q,m) eR?*:q € Q}.
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(c)

(d)

Pokazemy teraz, ze funkcja f: R — B dana wzorem

flx) = {(X,O), jezelix € R\ Q,

(x,7), EZELIX € Q

wyznacza rownolicznoé¢ zbioréw B oraz R. Przypuéémy, ze f(x) = f(y) dla x,y € R.
Wtedy x,y € Q, badz x,y € R\ Q; nie jest mozliwe, by x € Q,y € R\ Q oraz f(x) = f(y).
Jezeli x,y € Q, to z réwnosci f(x) = f(y) wynika, ze (x,7) = (y,n) oraz x = y. Jezeli
natomiast x,y € R\ Q, to réwnos¢ f(x) = f(y) implikuje, ze (x,0) = (y,0), wiecx = y.
Oznacza to, ze f jest iniekcjg. Zauwazmy ponadto, ze funkcja f jest suriekcja na zbiér B.
Istotnie, dla dowolnej pary (a,b) € B niech x = a. Wtedy w kazdym z przypadkéw (a € Q
oraz a € R\ Q) mamy f(x) = (a,b), bowiem jezeli a € Q, to (a,b) = (a,7), natomiast
jezelia € R\ Q, to (a,b) = (a,0). Tym samym funkgcja f jest bijekcjg i B ~ R. Poniewaz
B C A CR?orazR*~ R, na mocy twierdzenia Cantora—Bernsteina, stwierdzamy, ze A ~ R.

Niech A oznacza zbiér punktéw (x,y) € R?, dla ktérych istnieje takie q € Q, ze x —y = q.
Ponadto niech B = {(x,x) € R? : x € R}. Zauwazmy, ze B ~ R; bijekcja odwzorowujaca
zbiér B na R jest funkcja f: B — R dana wzorem f(x) = (x,x). Wtedy B C A C R2, a zatem
na mocy twierdzenia Cantora—Bernsteina oraz podpunktu (c), stwierdzamy, ze A ~ R.

Dla ustalonego zbioru Y C N okre$lmy funkcje fy: N — N wzorem
fo(n) = %n, gdy n jest parzyste,
Xy(3(n—1)), gdy n jest nieparzyste.

Tutaj xy oznaczamy funkcje charakterystyczng zbioru Y, tj. funkcje xy: N — {0, 1} zdefinio-
wang nastepujaco

Xy(m) =

1, dlamey,
0, dlam¢éyY.

Zauwazmy, ze funkcja fy jest suriekcja z N na N. Zdefiniujmy teraz nastepujace zbiory
A ={f: N — N: fjest suriekcja} oraz B ={fy € A:Y e P(N)}

Mamy B C A C NN C P(N x N), gdzie symbolem NN oznaczyliSmy zbiér wszystkich
funkcji z N do N. (Pierwsze zawieranie w powyzszym ciggu inkluzji wynika z faktu, ze
kazda funkgja fy nalezaca do zbioru B jest suriekcjg, drugie jest oczywiste, a trzecie tatwo
zobaczy¢, gdy zauwazymy, iz wykres funkgji z N do N jest podzbiorem N x N.) Poniewaz
R ~ P(N) ~ P(N x N), aby wykaza¢, ze A ma moc kontinuum, wystarczy udowodni¢, ze
B ~ R. I wlasnie teraz przejdziemy do dowodu tego faktu.

Rozwazmy odwzorowanie F: P(N) — B zdefiniowane wzorem F(Y) = fy. Pokazemy, Ze
jest ono iniekcja. Niech Y, Z C N beda dowolnymi zbiorami takimi, ze F(Y) = F(Z). Wtedy
fy(n) = fz(n) dla kazdego n € N. W szczeg6lnosci, dla dowolnego k € N mamy

xv(k) =xy(3[(2k +1) —1]) = fy(2k + 1)
=fz(2k+1) =xz(3[(2k +1) = 11) = xz(k).
A zatem k € X wtedy i tylko wtedy, gdy k € Y, co oznacza, ze X = Y. Odwzorowanie F
jest wiec iniekcjg. Suriektywno$¢é odwzorowania F wynika z definicji zbioru B, bowiem

dowolna funkcja fx € B ,powstaje” ze zbioru X C N. Tym samym odwzorowanie F jest
bijekcja i w konsekwencji B ~ R.
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(e) Niech
C={ACN:A~N\A}

oraz niech rodzina B skltada sie ze wszystkich zbioréw postaci X U {3k : k € N}, gdzie X
jest podzbiorem zbioru {3k + 1 : k € N}. Pokazemy, ze B C C C P(N) oraz B ~ R, skad
w oparciu o twierdzenie Canotra—Bernsteina wyniknie, ze C ~ R. Bierzmy si¢ wiec do
pracy.

Zaczniemy od udowodnienia powyzszej inkluzji. Zauwazmy, ze wystarczy wykazac, ze
B C C, gdyz zawieranie C C P(N) wynika wprost z definicji zbioru C. Rozwazmy dowolny
zbiér postaci X U {3k : k € N}, gdzie X C {83k + 1 : k € N}. Wtedy

Bk:k e NJC XU{Bk:k e N} CN,
co oznacza, ze zbior X U {3k : k € N} jest przeliczalny. Ponadto
(Bk+2:ke N}JC N\ (XU{3k:k € N}) CN.

Tym samym réwniez zbidr
N\ (XU{3k:k e N})

jest przeliczalny. Stad
XU{8k:k e N}~N\ (XU{3k:k e N}

i w konsekwencji
XU{Bk:k e N}teC.

Oznacza to, ze B C C.

Pozostaje nam teraz wykaza¢, ze B ~ R. W tym celu zauwazmy, ze odwzorowanie
F:P({3k+1:keN}) » B

dane wzorem F(X) = X U {3k : k € N} jest bijekcja. Jezeli bowiem F(X) = F(Y) dla X,Y C
{8k+1:k e N}, to
XU{Bk:keN}=YU{3k:k € N},

ale drugiej strony
XN{8k:keN}=YN{8k:keN}=0.

Tym samym X = Y. A zatem F jest odwzorowaniem réznowartoéciowym. Ponadto, dla
dowolnego Z € B, tj. zbioru postaci Z = X U {3k : k € N}, gdzie X C {3k + 1 : k € N} niech
Y = X. Wtedy

F(Y)=YU{3k: ke N} =XU{3k: ke N} =2,

co dowodzi suriektywnoéci odwzorowania F. To dowodzi ostatecznie, ze B ~ R.
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