Rozpziat 13

FUNKC]E TRYGONOMETRYCZNE

TEORIA

Miara tukowa. Niech « bedzie katem Srodkowym okregu, a wiec takim katem, ktérego

wierzchotek pokrywa sie ze srodkiem okregu a ramiona zawierajg promienie okregu. Miara
tukowa kata o to liczba réwna stosunkowi dtugoséci tuku, na ktérym oparty jest ten kat, do
dtugosci promienia okregu. Jednostka miary tukowej kata jest radian. W szczegélnosci miara
kata pelnego to zaré6wno 360° jak i 27t radianéw.

/o) Miarg tukowa kata o jest L.

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA OSTREGO & zdefiniowane sg nastepujgcymi wzorami
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FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE DOWOLNEGO KATA. Niech « bedzie katem skierowanym o ramie-
niu poczatkowym pokrywajacym sie z osig OX i ramieniu konncowym lezagcym na prostej
przechodzacej przez punkty O oraz P. Jezeli przez r oznaczmy odlegtos¢ punktu P od poczatku
ukladu wspétrzednych O, tj. v = /X% + y?, to funkcje trygonometryczne kata o zdefiniowane
Sg nastepujgcymi wzorami:
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Kosinusoma. Wykres funkgji f(x) = cos x nazywa sie kosinusoidg.
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Wazna wiasNOSC PARY siNUs—KosINUs. Okazuje sie, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych
a, b takich, ze a® + b? # 0, istnieje (dokladnie jeden) kat « € [0,360°) taki, ze

a . b
COSX = ————— oraz Sina =

WARTOSCI FUNKC]JI TRYGONOMETRYCZNYCH. W ponizszej tabeli zebrano wartosci funkcji trygo-
nometrycznych dla podstawowych katéw. Symbol ,n.i.” oznacza, ze dana warto$¢ nie istnieje.

o4 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270°

: 1 V2 V3 V3 V2 1 1 V2 V3
sinac 0 5 55 1 2 > > 0 —5 % -3 -1
Vs v2 1 1 V2 V3 V3 _ V2 1
cosec 1 5 % 5 0 — -5 -5 -1 -5 -5 -5 0
tgax 0O g 1 V3 ni —/3 -1 _\/Tg 0 ‘/75 1 3 ni
ctgar mi. V3 1 \/Tg 0 —? -1 —V/3 ni V3 1 ? 0

ZNAKI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH. W ponizszej tabeli zebrano ,znaki” funkcji trygonome-
trycznych w poszczegoélnych é¢wiartkach. Symbol ,+” oznacza, Ze funkcja trygonometryczna
przyjmuje w danej ¢wiartce warto$¢ dodatnia, symbol ,—” — warto$¢ ujemna.

e (0°90°) (90°,180°) (180°,270°) (270°,360°)

sin + + — —
COS ¢ + - — +
tg o + — + -
ctg + — + -




W zapamietaniu znakéw funkgji trygonometrycznych moze pomdéc nastepujacy ,, wierszyk:”

W pierwszej cwiartce wszystkie funkcje sq dodatnie,
W drugiej tylko sinus,

W trzeciej tangens i kotangens,

W czwartej kosinus.

Wzory REDUKCYINE. Obliczajac wartosci funkgji trygonometrycznych dla katéw innych niz
katy ostre mozna postugiwac sie ponizszymi wzorami redukcyjnymi.

B —a« ZT-a ZT4a m—a mw+a T—a FTt+a 2n—a
sinf; —sina cosa  COs sinx —sinx —cosa —cosa —Sino
cos3 cosx sinax —sinx —cosx —cosx —sina @ sinx Cos x
tgf —tga ctga —ctgax —tga tg ctgax —ctgax —tgo
ctgfp —ctgax tgax —tgax —ctgax ctgo tg o —tga —ctga

ToZzsaMoScI TRYGONOMETRYCZNE. Ponizej zebrano podstawowe tozsamosci trygonometryczne:

e sin® o+ cos® o = 1, o tgx-ctgo=1,
sin o Cos &

o tgo = p o ctgax=—,
Cos sin &

Funkcje trygonometryczne podwojonego kata:

e sin2x — 2sin &« - cos «, e cos2x = cos? & — sin? «,
. 1 —cos2«x ) 1+ cos2x
e sin oc:T, ® COS oc:T.

Funkcje trygonometryczne sumy i ré6znicy katow:
e sin(ac+ B) =sin - cos P + cos o - sin B,
e sin(x— ) =sin-cosf — cos - sin f3,
e cos(ax+ ) =cosa-cosf —sinw-sin 3,
e cos(ox— ) =cosa-cosf3+sin - sinf.

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych:

° sinoc+sin[5:2sin(x+ﬁ~cos(x—B,
2 2
. . at+p . x—f
e sinx —sin 3 =2cos - sin ,
2 2
° cosoc+cos[3:2cosoc+[3~cos(x_[3,
2 2
x+pB o a—P
® COSxx—Cosf} =—2sin > S —



Z powyzszych tozsamosci otrzymujemy réwniez:

1 1
e sinx-sinf3 = Ecos(oc— B)— Ecos(ocnL B),

1 1
e sinx-cosP = Esin(oc— B)+ Esin(oc—F B),

1 1
® COSX-CosSP = Ecos(oc— B)+ Ecos(oc—k B).

TwierDZENIE sinuséw. W dowolnym tréjkacie stosunek dtugosci dowolnego boku do sinusa
kata lezacego naprzeciw tego boku jest staly i rowny dtugosci Srednicy okregu opisanego na

tym tréjkacie.

b
sinx sinf3 sinvy

c?=a?>+1b*—2abcosy

b? = a®+c?—2accos p

v a’> =b% + ¢ — 2bc cos «

TwierDZENIE cosinusOw. W dowolnym tréjkacie kwadrat dtugosci dowolnego boku jest réwny
sumie kwadratéw diugosci pozostalych bokéw, pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci
tych bokéw i cosinusa kata zawartego miedzy nimi.

/. ADANIA

Zadanie 13.1. Zamiefi miar¢ stopniowg na miare fukowa dla katéw:
(a) 30°, (c) 135°, (e) 330°,
(b) 60°, (d) 225°, (f) 240°.
Zadanie 13.2. Zamieni miare fukowg na miare stopniowa dla katéw:

(a) %, (© % (e) %,
(b) %, (d) & (f) 5
Zadanie 13.3. Na podstawie definicji oblicz funkcje trygonometryczne kata
(a) 30°, (b) 45°, (c) 60°.

Zadanie 13.4. Obliczy ctg 1° - ctg2° - ... ctg 88° - ctg 89°.

Zadanie 13.5. W kwadracie, ktérego bok ma dlugos¢ 1 zawarty jest tréjkat. Pokazaé, ze pole
tréjkata nie jest wieksze niz sinus dowolnego jego kata.
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Zadanie 13.6. Punkt Q powstaje w wyniku obrotu punktu P(1, 0) wokdét poczatku uktadu
wspotrzednych o kat o. Znajdz wspétrzedne punktu Q, jezeli

(a) o =120°, (b) o =135°, (c) a=315°, (d) o =300°.

Zadanie 13.7. ZnajdZ najmniejszy kat dodatni « o jaki nalezy obréci¢ punkt P(1,0) wokot
poczatku uktadu wspétrzednych, aby otrzymac punkt Q, jezeli

o

(@) QI %), (b) QL% 3), (©) Q=4 —%), (d) Q(—%,—4).
Zadanie 13.8. Na podstawie definicji oblicz funkcje trygonometryczne kata

(a) 0° (c) 120°, (e) 240°,

(b) 90°, (d) 150°, (f) 300°.

Zadanie 13.9. Oblicz

(a) sin480°, (e) cos405°, (i) tg315°, (m) ctg240°,
(b) sin510°, (f) cos420°, (j) tg330°, (n) ctg210°,
(c) sin780°, (g) cos840°, (k) tg960°, (o) ctg675°,
(d) sin750°, (h) cos855°, (1) tg945°, (p) ctg690°.

Zadanie 13.10. Oblicz
(a) sin(—120°), (c) cos(—240°), (e) tg(—135°), (g) ctg(—300°),
(b) sin(—150°), (d) cos(—210°), (f) tg(—120°), (h) ctg(—330°).

Zadanie 13.11. Oblicz wartoéci pozostalych funkgji trygonometrycznych kata o« wiedzac, ze

(a) sina = £ oraz « € (0°,90°), (e) cos o= —32 oraz « € (180°,270°),
(b) cosa = ; oraz « € (0°,90°), (f) sinx =—2 oraz « € (180°,270°),
(c) cos = —3 oraz « € (90°,180°), (g) sino = —% oraz a € (270°,360°),
(d) sino =1 oraz « € (90°,180°), (h) cos o = 3 oraz o € (270°,360°).

Zadanie 13.12. Wiedzac ze cos o + sin o« = % oraz « € (90°,180°), oblicz cos & — sin «.

Zadanie 13.13. Uzasadnij, ze dla dowolnych katéw «, 3 € (0°,90°) zachodzi wzér sin(x+3) =
sin occos 3 + cos - sin 3.

Uwaca: Powyzszy wzor jest prawdziwy dla dowolnych katéw, jednak metoda geometryczna,
ktora sie postuzymy, wymaga, by katy i 3 byly ostre.

Zadanie 13.14. Uzasadnij ponizsze tozsamosci trygonometryczne

(a) (sin &+ cos «)? + (sin o« — cos «)? = 2,



tgo+tg B B

(b) 1—tgatgf

tg(oc+ B),

(¢) (1+sin oc)( —tg cx) = COS &,

Cos
(d) (2sin® x —1)(2sin? B — 1) = cos?*(x + B) — sin’(x — B),

(e) sin 2« COS & ¢ o
1+cos2a 1+cosax &2

(f) tg? o —sin® « = sin® & - tg? x,

1
= cos2
(8) T tgo tg2a O82%

1+sin2a  1—tg?§

: - 5 = Sin .
sinac+cosa  1+tg” %

(h)

Zadanie 13.15. Oblicz sin1° +sin2° + ... 4 sin 358° + sin 359°.
Zadanie 13.16. Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych oblicz
(a) cos15°, (c) cos75°, (e) cos105°,
(b) sin15°, (d) sin75°, (f) sin 105°.
Zadanie 13.17. Wiedzac, Ze sin « + cos « = m, wyznacz sin 2.

Zadanie 13.18. Dany jest tréjkat o bokach a, b, c oraz katach «, 3, y. Udowodnij, ze miedzy
obwodem tego tréjkata a promieniem R okregu opisanego na tym tréjkacie zachodzi zwigzek:
a+b+c=8Rcos%cos L cos¥.

Zadanie 13.19. Uzasadnij, Zze dla dowolnego kata « zachodza wzoru
(a) sin3a = 3sin & — 4sin’® «, (b) cos3o = 4cos® o« — 3 cos .

Zadanie 13.20. Wyznacz najmniejszg i najwieksza warto$¢ funkgji f: R — R danej wzorem
(a) f(x) =sinx + cosx, (b) f(x) =sinx — cosx.

Zadanie 13.21. Rozwigz rOwnanie:

(a) sinx = 3, (g) V3sinx + cosx = /2,
(b) cosx = \/TE/ (h) sinx —cosx =1,

(c) % =0, (i) sin2x —sin4x =0,
(d) % =0, (j) cosbx + cos3x =0,
(e) cos?x + Lcosx =0, (k) 2cos2x + 3 =4cosx,
(f) sin®x + ¥ sinx =0, (1) 4cos®>x +4sinx = 5.



Zadanie 13.22. Rozwigz réwnanie sin* x + cos*x = 1.

Zadanie 13.23. Wykaz, ze rownanie sin x + sin 2x = 2 nie ma rozwigzan.

Zadanie 13.24. Zbadaj dla jakie wartos$ci parametru a réwnanie cosx =

rozwigzanie.

Zadanie 13.25. Rozwigz nieréwnos¢:

1
(a) cosx > —3,

(b)

sinx < —%,

(c) cos*x —5cosx <0,

(d)

sin?x + 2sinx > 0,

(e) sinx —v3cosx >0,

(f) sinx+cosx >0,

2—3a

(g) 2sin*x +3sinx+1 <0,

(h) 2cos>x —3cosx+1 <0,

(i) 2cos*x +cosx—1>0,

(j) 2sin*x —sinx —1 > 0.

Zadanie 13.26. Na przedziale (7, 271) rozwigz nieréwnos¢

Zadanie 13.27. Rozwiaz nieréwnos¢ sin

Zadanie 13.28. Rozwigz nierdwnos¢ cos®x + cos® x + ... < 1+ cos x.

sinx 4 cosx <

3

X - COSX — COS

cosx’

3

X -sinx <

Zadanie 13.29. ZnajdZ rozwigzania réwnania sin x + [sin x| = 0.

Zadanie 13.30. Na przedziale (0, 5) rozwigz nieréwnos¢

13.1 (a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
132 (a)

(b) %
(c) %

(d)
(e)

30°=30- 755 = %

60° =60 155 =%

135° =135 & = 3¢
225° =225 {&5 = ¢
330° =330 & = 1~
240° =240 - &5 =%
2. 180 — 2. 180 — 120°
. 180 —5. 180 — 150°
o5 =
T 180 — 7. 180 — 140°
i S

(

2

5

) log, 5(ctgx)—1

> 1.

RozwiazANIA

NS,

2
posiada



11 180 __ 180 __ o
(f) Ur . 180 17180 _q3)

13.3 Rozwazmy tréjkat réwnoboczny o boku dtugosci a oraz kwadrat o boku diugosci b. Korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa, mozemy tatwo wyznaczy¢ zaréwno wysokos¢ trdjkata, jak i przekatna
kwadratu. Otrzymujemy

H G
50
| d.,”’
| . b
} 45° 90°

Na podstawie definicji funkcji trygonometrycznych w tréjkacie prostokatnym ADC dostajemy

1 av3
sin300 — 27(1 — 1’ Sjn600 — _2 — @/
a 2 2
aVv3 1
== 3 1
cos30° = —2— = ﬁ, cos 60° = 2% _ =,

a 2 a 2
tg30° = 2 = — =", tg60° = —2— = /3,
SEREETERRCIE T ke

aV3 1
a2 sa 1 V3
ctg30° = -2 =3, tg60° = 2 = — =~
T T T
Podobnie korzystajgc z definicji funkgji trygonometrycznych w tréjkacie prostokatnym EFG
dostajemy
bv2 v2 2
cos 45° = b1 Q
bv2 V2 27
b
tg45° = — =1
g 5 b 4
b
tg45° = — =1.
ctg 5

13.4 Skorzystamy ze wzoréw ctg o« = tg(90° — &) oraz tg « - ctg &« = 1 prawdziwych dla kazdego kata
o € (0°,90°). Mamy

ctg1° - ctg2° - ... ctg88° - ctg 89°
= (ctg1° - ctg 89°) - (ctg2° - ctg88°) - ... (ctg44°® - ctg46°) - ctg45°
= (ctg1° - tg1°) - (ctg2° - tg2°) - ... - (ctg44® - tg44°) - ctg45° = 1.
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13.5 Najdtuzszym odcinkiem, ktéry wpisa¢ w kwadrat o boku diugosci 1 jest jego przekatna majaca

dtugosé v2. Niech « bedzie dowolnym katem tréjkata wpisanego w dany kwadrat. Wtedy jego

pole wyraza si¢ wzorem P = %ab sin «, gdzie a i b s3 dtugosciami bokéw tréjkata przylegajacych
do kata a. Ale a < V2 oraz b < /2. Stad P < sin «, co pokazuje, ze pole tréjkata nie jest wieksze
od sinusa dowolnego jego kata.

13.6 (a) Niech Q(x,y) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego na

(b)

osi OX, wokét poczatku uktadu wspéirzednych o kat o« = 120°. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku uktadu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Kat obrotu wynosi 120°, wiec kat
ZA0Q jest rowny

ZA0Q =180° —120° = 60°.

Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

b:sin6O°:\2@, cL:cos60°:1
Stad wspotrzedne punktu Q wynosza
R SR
~ Ty YT

(Zauwazmy, ze odcieta punktu Q jest ujemna, poniewaz punkt lezy po lewej stronie osi
oY.)

4 Y
Qx,y) e Q
b b 1
. {60° % X &
1 ._>
A a |o P(1,0) A a 0

Niech Q(x,y) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego na
osi OX, wokét poczatku uktadu wspétrzednych o kat &« = 135°. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku uktadu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Kat obrotu wynosi 135°, wiec kat
ZA0Q jest rowny

ZAOQ =180° — 135° = 45°.

Korzystajac z definicji funkgcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

b:sin45°:£, a:cos45°:£.
2 2
Stad wspotrzedne punktu Q wynosza
-
— T2 YT

(Zauwazmy, ze odcigta punktu Q jest ujemna, poniewaz punkt lezy po lewej stronie osi
oY.)



Qlx,y)e Q
b b 1
| 45° a x A
A a 0 P(1,0) A a o)

(c) Niech Q(x,y) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego na

(d)

osi OX, wokét poczatku uktadu wspétrzednych o kat & = 315°. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku ukladu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Kat obrotu wynosi 315°, wiec kat
ZA0Q jest rowny

ZAO0Q =360° — 315° = 45°.

Korzystajac z definicji funkgcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

b:sin45°:£, a:cos45°:£.
2 2
Stad wspoétrzedne punktu Q wynosza
vz V2
X=5 y=-——>-

315° 45°

A e e
B

Niech Q(x,y) bedzie punktem powstaltym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego na
osi OX, wokét poczatku uktadu wspétrzednych o kat & = 300°. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku ukladu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Kat obrotu wynosi 300°, wiec kat
ZA0Q jest rowny

ZA0Q =360° —300° = 60°.

Korzystajac z definicji funkgcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

3 1
b:sin60°:\2[, azcos60°:§.
Stad wspoétrzedne punktu Q wynosza
_l Y
2 YT

(Zauwazmy, ze rzedna punktu Q jest ujemna, poniewaz punkt lezy ponizej osi OX.)
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13.7 (a)

(b)

(c)

4 Y

ﬁm A X ) a A
@ 3 P(1,0)

60 b N\6o° |

v Q(x,y) Q

Niech Q(%, %) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego
na osi OX, wokét poczatku uktadu wspétrzednych o kat . Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku ukladu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Korzystajac z definicji funkcji
trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

sino = — cos o = Q
27 27
skad wynika, ze o« = 7.
My
»Q(L2, %) Q
i 1 N
‘ 2
x :- - ‘x
0 A P(1,0) 0 oA

Niech Q(%, 1) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego
na osi OX, wokot poczatku ukltadu wspétrzednych o kat . Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku uktadu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Korzystajac z definicji funkgcji
trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

sinoc—1 cosx = @
2 27
skad wynika, ze « = 7.
2 Y
Q4,1 Q
| 1 1
I 2
& | X &
(@) A P(1,0) @) 4 A
V3

Niech Q(—1, —%2) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego
na osi OX, wokdét poczatku uktadu wspoétrzednych o kat «x. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku ukladu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,

11



bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Niech {3 bedzie katem ZAOQ.
Korzystajac z definicji funkgcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

sin[SzT, cosﬁzi,
skad wynika, ze B = 7. Ostateczniex =+ p =+ 5 = 47”.
2 Y
o
1
A /N X A 2 )
l P(1,0)
| 2N
Q

(d) Niech Q< — %, —%) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), le-
z3cego na osi OX, wokdét poczatku uktadu wspétrzednych o kat . Wyobrazmy sobie
trojkat prostokatny o wierzchotkach w poczatku uktadu O, w punkcie Q oraz w punkcie
A, bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Niech 3 bedzie katem ZAOQ.
Korzystajac z definicji funkgcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

2 2
sinBzT, cosB:\zf,

skad wynika, ze § = 7. Ostatecznie x =+ B =7+ § = %”.
WY
o
A /m X A % @)
3 P(1,0)
Q—Z,—42) 5

13.8 Naszym celem jest wyznaczenie wartoéci funkgji trygonometrycznych dla podanego kata. Do-
kiadnie te samg procedure stosowaliémy juz w zadaniu 13.6, kiedy wyznaczaliémy wspoétrzedne

punktu Q, powstajacego w wyniku obrotu punktu P(1,0) o zadany kat.
(a) Zauwazmy, ze w wyniku punktu P(1,0) o kat 0° wokét poczatku uktadu wspoéirzednych,
otrzymujemy punkt Q(1,0). Wtedy

x=1, y=0, r=v/x2+y2=1.

Zatem

=0, cosO°:§:1, tg0°:9:0.
T X

Wartos¢ funkcji kotangens dla kata 0° nie istnieje (dlaczego?).

sin0° =

= e
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(b)

(c)

(d)

Zauwazmy, ze w wyniku punktu P(1,0) o kat 90° wokét poczatku uktadu wspétrzednych,
otrzymujemy punkt Q(0,1). Wtedy

x=0, y=1, r=v/x2+y2=1.

Zatem

Y

ﬁn%oz;:l,cm%Pzézo,cgqui

=0.
Y

Wartos¢ funkgji tangens dla kata 90° nie istnieje (dlaczego?).

Niech Q(x,y) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego na
osi OX, wokét poczatku uktadu wspétrzednych o kat « = 120°. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku uktadu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Kat obrotu wynosi 120°, wiec kat
ZA0Q jest réwny

ZAO0Q =180° — 120° = 60°.

Korzystajac z definicji funkgcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

e V3 o 1
b = sin 60 —7, a = cos 60 —E
Stad wspoéirzedne punktu Q wynosza
R
2 YT

(Zauwazmy, ze odcieta punktu Q jest ujemna, poniewaz punkt lezy po lewej stronie osi
OY.) Poniewaz r = 1, dostajemy

sin 120° = Y = ﬁ, cos 120° = X = _1,
T 2 T 2
o Y o X 1
tg120° = 2 = —V/3, ctg120° = = = ——.
i X 5 y V3
Ay
Qx,y) e Q
b b 1
} wozgx x f&k
A a |0 P(1,0) A a 0

Niech Q(x,y) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego na
osi OX, wokét poczatku uktadu wspétrzednych o kat o« = 150°. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku uktadu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Kat obrotu wynosi 150°, wiec kat
ZA0Q jest rowny

ZA0Q = 180° —150° = 30°.

Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych w tréjkgcie AOQ, otrzymujemy:

b:sin300:%, a—cos30°—\f.

13



Stad wspoétrzedne punktu Q wynosza

(Zauwazmy, ze odcieta punktu Q jest ujemna, poniewaz punkt lezy po lewej stronie osi
OY.) Poniewaz r = 1, dostajemy

1
sin150° = 2 — -, cos150° = ~ — —ﬁ,
T 2 T 2
o Y 1 o X
te150° = < = ——, ctg 150° = = = —/3.
8 X~ 8 ”
Ay
Qx,y)e Q
b b 1
l 30° 150° x 30°
l H
A a 0 P(1,0) A a 0

(e) Niech Q(x,y) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezagcego na
osi OX, wokét poczatku uktadu wspéirzednych o kat o« = 240°. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku uktadu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Kat obrotu wynosi 240°, wiec kat
ZA0Q jest rowny

ZA0Q =240° —180° = 60°.

Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

. ., V3 o 1
b =sin 60 =5 a = cos 60 =5
Stad wspoélrzedne punktu Q wynosza
« _1 _ V3
— T YT

(Zauwazmy, ze zaréwno odcieta, jak i rzedna punktu Q sg ujemne, poniewaz punkt lezy
w III éwiartce ukladu wspéirzednych.) Poniewaz r = 1, dostajemy

sin 240° = Y = —é, cos 240° = x = _1,
T 2 T 2
o y ° X 1
te 240° = 2 = /3, ctg240° = = = —,
& X & y V3
WY

60°/| O P(1,0) W

14



(f) Niech Q(x,y) bedzie punktem powstalym w wyniku obrotu punktu P(1,0), lezacego na
osi OX, wokét poczatku uktadu wspétrzednych o kat o« = 300°. Wyobrazmy sobie tréjkat
prostokatny o wierzchotkach w poczatku uktadu O, w punkcie Q oraz w punkcie A,
bedacym rzutem punktu Q na 0§ OX (zobacz rysunek). Kat obrotu wynosi 300°, wiec kat
ZA0Q jest rowny

ZA0Q = 360° — 300° = 60°.

Korzystajac z definicji funkgcji trygonometrycznych w tréjkacie AOQ, otrzymujemy:

b:sin6O°:\2@, cL:cos60°:1
Stad wspoélrzedne punktu Q wynosza
R
2’ 2

(Zauwazmy, ze rzedna punktu Q jest ujemna, poniewaz punkt lezy w IV ¢wiartce uktadu
wspo6lrzednych.) Poniewaz r = 1, dostajemy

sin300° = ¥ = —é, c0s300° = X = L
T 2 T 2
y X 1
te300° = < = —/3, cte300° = = = ——.
23 X g Y /3
2 Y
ﬁm A X ) a A
@ l P(1,0)
60 ib 1 60 b
 Q(%,Y) Q

13.9 Funkgje trygonometryczne katéw wiekszych niz 90° mozna wyznaczad, stosujac wzory reduk-
cyjne lub korzystajac z nastepujacego algorytmu. Rozwazmy przyktad obliczenia sin 585°.

Krok 1. Zapisujemy dany kat w postaci wyniku dzielenia z resztg przez 90°:
585° = 6 -90° + 45°.

Krok 2. Pomijamy wielokrotnosci 90°, pozostawiajac tylko reszte. Jesli iloraz z Kroku 1 jest
parzysty, pozostawiamy funkcje bez zmian. Jedli natomiast jest nieparzysty, zamieniamy
funkcje na jej kofunkgje: sin <+ cos oraz tg <+ ctg. W naszym przykladzie iloraz wynosi
6 —jest parzysty, wiec funkcja sinus ,, pozostaje”:

sin 45° = Q
2

Krok 3. Ustalamy znak koricowego wyniku, w zaleznosci od ¢wiartki, w ktérej lezy pierwotny

kat. Kat 585° lezy w III ¢wiartce, zatem sin 585° przyjmuje warto$¢ ujemna.

15



Krok 4. Zapisujemy ostateczny wynik:

3
sin585° = — sin 45° — —\Zf.

Przejdziemy teraz do rozwigzywania zadan.
(a) sin480° = sin|[5-90° 4 30°] = cos30° = 2
(b) sin510° =sin|[5-90° + 60°] = cos60° = %
(c) sin780° = sin[8-90° + 60°] = sin 60° = ¥4

(d) sin750° =sin[8 - 90° 4 30°] =sin30° = 1

(e) cos405° = cos[4-90° + 45°] = cos 45° =

(f) cos420° = cos [4 -90° + 60°] = cos60° = %

[
9

o

(g) cos840° = cos[8-90° + 60°] = cos 120° = —3
(h) cos855° =cos|9-90° +45°] = —sin45° = —%
(i) tg315° =tg[3-90° +45°] = —ctg45° = —
(j) tg330° = tg[3-90° +30°] = —ctg30° = — %3
(k) tg960° = tg[10-90° + 60°] = tg 60° = /3
(1) tg945° = tg[10-90° +45°] = tg45° = 1
(m) ctg240° = ctg[2-90° + 60°] = tg60° = i

(n) ctg210° = ctg[2-90° + 30°] = tg30° = V3
(0) ctg675° = ctg[7 - 90° 4 45°] = —tg45° = —1
(p) ctg690° = ctg[7-90° +30°] = —tg30° = —/3

13.10 Aby obliczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw ujemnych, w pierwszym kroku
nalezy skorzystac z wlasno$ci parzystosci i nieparzystosci poszczegélnych funkgji. Przypomnijmy,
ze dla dowolnego kata « € R zachodza zaleznosci:

sin(—a) = —sin «, cos(—a) = cos «,

tg(—o) = —tg o, ctg(—a) = —ctg .
Przejdziemy teraz do rozwigzywania zadar.

(a) sin(—120°
(b) sin(—150°

) = —sin120° = —sin [1 -90° + 30°] = —cos30° = —?

)
(c) cos(—240°)

)

—sin 150° = —sin [1 -90° + 60°] = —cos60° = —
c0s 240° = cos [2 -90° + 60°] = —cos60° = —

1
2

NI—

cos(—210°

) c0s210° = cos[2 - 90° + 30°] = — cos 30° = —§
) tg(—135°) = —tg135° = —tg[1-90° +45°] = —(—ctg45°) =1
) tg(—120°) = —tg120° = —tg[1-90° +30°] = —(—ctg30°) = V3
) ctg(—300°) = —ctg300° = —ctg[3-90° + 30°] = —(—tg30°) = 2
) ctg(—330°) = —ctg330° = —ctg[3-90° + 60°] = —(—tg60°) = V3
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13.11 (a) Korzystajac ze wzoru jedynkowego sin o+ cos? o = 1, dostajemy
5

22
T
9 9

coszoc—l—sinzoc—l—<3

Poniewaz kat o lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspéirzednych, cos o jest dodatni. Zatem

COS X = ?
Pamigtajgc o tym, ze
to o = sin o
%= cosa’
mamy
Z 2 25
tga=—=—=——-.
TV

Pozostaje teraz obliczy¢ ctg o.. Poniewaz tg o - ctg o« = 1, otrzymujemy

1

sinfa=1—cos?x=1— (
Poniewaz kat « lezy w pierwszej ¢wiartce uktadu wspétrzednych, sin o jest dodatni. Zatem

N

sin @« =
3

Pamietajgc o tym, ze
tex = ,
& COoS &

mamy
tgx =

Pozostaje teraz obliczy¢ ctg «. Poniewaz tg o - ctg o« = 1, otrzymujemy

1 V2

1
cdgo = — = —— =
& tgox 22 4

(c) Korzystajac ze wzoru jedynkowego sin® o + cos? o = 1, dostajemy
7

2
)12 L
16 16

sinfax=1—cos?x=1— (
4
Poniewaz kat « lezy w drugiej ¢wiartce uktadu wspétrzednych, sin o jest dodatni. Zatem

V7

sinox = —.
4
Pamietajgc o tym, ze
¢ sin o
x = ,
& CoS &



mamy

V7
tg o = % = \f
T4
Pozostaje teraz obliczy¢ ctg o.. Poniewaz tg o - ctg o« = 1, otrzymujemy
gam L =3 _ 37
Bo= tgo V7 7

(d) Korzystajac ze wzoru jedynkowego sin® « + cos® « = 1, dostajemy

1\? 1 15
cos“ax=1—sin“x=1 <4> %= 16

Poniewaz kat « lezy w drugiej ¢wiartce uktadu wspétrzednych, cos o jest ujemny. Zatem

V15
cos o = ———.
4
Pamigtajgc o tym, ze
to o = sin
X7 cosa’
mamy
i 1 V15
tgx = =— = — .
BV E
Pozostaje teraz obliczy¢ ctg o.. Poniewaz tg o - ctg o« = 1, otrzymujemy
1
g =——= —V/15.
tg o
(e) Korzystajac ze wzoru jedynkowego sin? o + cos? o = 1, dostajemy
3\ 9 16
L2 2
sin” o cos” & < 5) 2%~ o5

Poniewaz kat o lezy w trzeciej ¢wiartce ukladu wspoéirzednych, sin « jest ujemny. Zatem

4
sin o= —¢.
Pamietajgc o tym, ze
sin o
8= osa
mamy
4 4

— _5 _
Pozostaje teraz obliczy¢ ctg «. Poniewaz tg « - ctg o« = 1, otrzymujemy

ct oc—i—é
& Ctga 4

(f) Korzystajac ze wzoru jedynkowego sin® & + cos? o = 1, dostajemy

2\? 4 21
2 a2

=1 =1 =1 = —.
Cos™ sin” « ( 5) 5 5
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Poniewaz kat « lezy w trzeciej ¢wiartce uktadu wspoétrzednych, cos « jest ujemny. Zatem

V21
CoS ot = ———.
5
Pamietajgc o tym, ze
to o = sin o
87 cosa
mamy
—2 2 2v21

& Ctga

(g) Korzystajac ze wzoru jedynkowego sin® o + cos? o = 1, dostajemy

1\* 1 24
2 )

=1 =1 =1 = —.
Cos™ sin” o« < 5> 25~ 75

Poniewaz kat « lezy w czwartej ¢wiartce ukfadu wspéirzednych, cos « jest dodatni. Zatem

2V6
Cos X = ——.
5
Pamietajgc o tym, ze
to o = sin o
8%~ osa’
mamy
—1 1 V6

B3k~ v 12

Pozostaje teraz obliczy¢ ctg o.. Poniewaz tg « - ctg o« = 1, otrzymujemy

1
cgoa=— = —2V6.
tg

(h) Korzystajac ze wzoru jedynkowego sin? o + cos® « = 1, dostajemy

4\? 16 9
i 2 2

=1— —1—(=) =1-— .
S~ x COS™ & <5> 5 5

Poniewaz kat « lezy w czwartej ¢wiartce uktadu wspétrzednych, sin « jest ujemny. Zatem

sin o = 5
=z
Pamietajgc o tym, ze
¢ sin o
X =
& Cos
mamy
3
-3 3
tgax = TE’ =—.
z 4

Pozostaje teraz obliczy¢ ctg «. Poniewaz tg o - ctg o« = 1, otrzymujemy
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13.12 Zauwazmy, ze

)2 2

(cos & — sin &)? = cos® & — 2 sin x cos & + sin® & = 1 — 2sin a cos «

oraz
. 2 2 . 2 .
(cos o + sin o) = cos” ot + 2 sin xcos o + sin” o« = 1 + 2 sin & cos «.

Dodajgc powyzsze réwnoéci stronami, otrzymujemy
(cos & — sin &) + (cos & + sin &) = 2,

skad
1\’ 1 49
. 2 ; 2
- =2-— =2—(z) =2— 2=
(cos o0 — sin ) (cos & + sin «) <5> % = 55
Poniewaz kat o lezy w II éwiartce ukladu wspétrzednych, cos ¢ < 0 oraz sin o« > 0. Zatem
cos & — sin & < 0. W konsekwencji

_ 7
Cos ox — sin o = 5

13.13 Rozwazmy tréjkaty ACD oraz BCD o tej wlasnosci, ze katy ACD oraz BCD majg miary odpo-
wiednio « i 3, a katy ADC i BDC sg katami prostymi. Wtedy tréjkat ABC ma kat ACB miary
o + (3 a jego wysokoscig jest odcinek CD (zobacz rysunek).

C

od 5

A B
D

Wtedy pole tréjkata ABC mozemy wyrazi¢ na dwa sposoby: jako Pagc = 3|AC|-|BC|-sin(cc+ )
oraz PaAgc = Pacp +Pgep. Ponadto Pacp = %\ACI -|CD|-sin ox = %IACI -|BC|-sin «ccos 3 oraz
Pecp = %ICDI -|IBC|sin = %IACI -IBC|cos acsin 3. Stad, po poréwnaniu, powyzszych dwéch
wzoréw na pole tréjkata ABC, otrzymujemy sin(x + 3) = sin ot cos 3 4 cos acsin 3.

13.14 (a) Mamy

(sin & + cos «)? + (sin & — cos o)?

= (sin? & + 2 sin & cos & 4 cos® &) + (sin? & — 2 sin & cos & + cos? «)
= 2sin? o + 2 cos® & = 2(sin® o + cos? x) v 2,
gdzie rownos¢
(1) wynika ze wzoru jedynkowego sin” o + cos? o = 1.
(b) Mamy
tgoet+tgh (1) ig‘;§ + Sg;[é B s ”E’jfoif;‘(f == _ sinoccos 3 + sin 3 cos x
1—tgatgp 1-— sina ig;fg B COS“CSSS%—CZZ“B“Smﬁ ~ cos «cos B — sin asin B
V2 e

gdzie rownos¢
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(1) wynika ze wzoréw taczacych funkcje tangens, sinus i kosinus:

tgO(:smoc th_smB

7 - 4
CoSs cos f

(2) wynika ze wzoru na sinus i cosinus sumy katéw:

sin(x+ B) = sin & - cos p + cos « - sin f3,

cos(x+ ) = cosx-cosP —sinx-sin f3,

(3) wynika ze wzoru faczacego funkcje tangens, sinus i kosinus:

_ sin{a+B)
tgloc+B) = cos(ax+B)’
(¢) Mamy
(1+Sin06)< —tgoc> & (1+sinoc)< LI sinoc) = (1+Sm(x)<lsinoc>
Cos « COS®  COS & COS O

(1+sine)(1 —sin&) (2) 1 —sin® x (3) cos?
= = = = COS O(/
Ccos & CoS ot Ccos &

gdzie rownos¢
(1) wynika ze wzoru gczacego funkcje tangens, sinus i cosinus:

sin o

tex =
& cos &’

(2) wynika ze wzoru skréconego mnozenia (a + b)(a —b) = a? — b?,
(3) wynika ze wzoru jedynkowego: sin® « + cos? o = 1.

(d) Mamy

cos?(x + B) — sin(oc — B)

= [cos(a+ [5)]2 — [sin(a — {3)]2

—
—

. . 2 . . 2

= [cosoc~cos[3—51noc-sm[3] — [51noc~cos[5—cosoc~sm[3]
xcos” 3 —2cos cccos 3 sin & sin 4 sin“ asin [3)
2

= (COS

— (sin o cos’ p — 2 sin occos asin B cos B + cos? a sin? B)

= cos? xcos? B — 2 cos «cos B sin asin B + sin? acsin? B

— sin? «cos? B + 2 sin & cos asin B cos p — cos? asin? B

= (cos® x cos? B — cos? asin’ B) — (sin? & cos? p — sin® asin® B)

= cos? a(cos? B — sin? B) — sin® a(cos’ p — sin® B)

= (cos® « — sin® «)(cos? B — sin® B)

—
—

= [(1 — sin® a) — sin? oc] [(1 —sin? B) — sin? [3]

= (2sin® o — 1)(2sin* B — 1),

gdzie rownoéc¢
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(1) wynika ze wzoru na sinus réznicy i kosinus sumy katéw:
sin(oc — ) =sin o - cos 3 —cos & - sin 3,
cos(x+ ) =cos - cos P —sinx-sin 3,
(2) wynika ze jedynki trygonometrycznej: sin? « + cos? « = 1.
(e) Mamy

sin 2o COS &
1+cos20c 1+ cosa

(1) 2sin «cos o cos  (2) 2sin «cos o COS &
1+ (cos?2 x —sin®a) 1+ cosa 2cos2 ¢ 1+ coswx
sinx  (3) 2sin 5 cos & (4) 2sin 3 cos 5 sin % (5)t x
l+cosax  1+4cos?g —sin®% 2cos? & cos § &5

gdzie réwnos¢

(1) wynika ze wzoréw na sinus oraz kosinus podwdjnego kata:

sin 2o = 2 sin o cos «,

2 2

COoS2x = cos” & — sin” «,

(2) wynika ze wzoru jedynkowego: sin® & + cos? o = 1,

(3) wynika ze wzoréw na sinus i kosinus podwojnego kata zastosowanych dla kata «:

. Lo @
sin @ = 2sin — cos —,
2 2

2 & 2

o X
COs ot = €os” — — sin” —
2 2’

(4) wynika ze wzoru jedynkowego:
) &

, &
— 4+ cos” —
2 2

(5) wynika ze wzoru faczacego funkcje tangens, sinus i cosinus:

sin =1,

«
2

tote & = S
ggZ_Cos%'

(f) Mamy

2 2 2

2o —sin®xcos? o sin? (1 — cos

5 .2 (D) sinfoa > sin
tgx—sin“0x = —— —sin“x =
cos2 o cos? o cos? o

@) sin?a-sinfa , sinfa (3)  , )
=~ =sinfa- ——— = sina-tg’a,

cos2 o cos? o

)

gdzie réwnos¢
(1) wynika ze wzoru faczacego tangens, sinus i kosinus:

sin
cos &’

tgo =

(2) wynika ze wzoru jedynkowego: sin? « + cos? « = 1,

(3) wynika ze wzoru Igczacego tangens, sinus i kosinus:
sin o
tga = .
Cos
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(g) Mamy

1 (1) 1 (2) 1
. - sinee | sin2cc sin | 2sin xcos &
1+ tg & tg 200 1+ cos & Ccos2x 1+ COS X cos2x
1 1 1
B 2sin® cos ¢ 2sin® o« cos2a+2sin? o
1+ COS X COS2x 1+ cos2a cos2x
Ccos2x (3) CcOS2x

cos2a + 2 sin’ « (cos? & — sin® ) + 2 sin® «

Ccos2x (4)

= T = COSZ(X,
COS” & + SIn” &

gdzie rownosc¢
(1) wynika ze wzoru faczacego tangens, sinus i kosinus:

sin o

tgax =

-~ cosa’
zastosowanego dla kata o oraz 2o z osobna,

(2) wynika ze wzoru na sinus podwojonego kata: sin 2« = 2 sin a cos «,

2 2

(3) wynika ze wzoru na kosinus podwojonego kata: cos 2« = cos” & — sin” «,

2

(4) wynika ze wzoru jedynkowego: sin® & + cos? o = 1.

(h) Mamy

1+ sin2a 1—tg? &
sina+cosoe  1+tg? %

2 o 2 o 2
2

sin cos” 5 —sin
cos? & 1+sin2a cos? &

sina+cosoc sinff$  sino+coso  cos? $+sin® §

7 27X
cos? 5 €OS™ 3

(1) 14 sin2«x - 2

2 « 2

1+ sin2«x cos” 5 —sin %
sinot+cosa  cos? & + sin® §

2) 1+sin2«x 2 X,
= — — | cos® = —sin” —
sin & + cos « 2 2

) 14 sin2x 1+ sin2ax sin oc cos & + cos? &

- — COS )X = — — -
Sin & + COS X Sin & + COS Sin & + COS &

@

2 2

=

y 14+ 2sinxcosa  sin & cos o + cos” o (1 —cos” ) + sin xxcos

sin o« + cos « sin o + cos « sin & 4 cos &

) sin® x + sin xcos & sin o(sin o + cos o)
sin o + cos & sin & + cos «

=sin «,

gdzie réownos¢

(1) wynika ze wzoru Igczacego tangens, sinus i kosinus:

(2) wynika ze wzoru jedynkowego:

2 & 2 &
— + cos” —
2+ 2

(3) wynika ze wzoru na kosinus podwojonego kata:

sin =1.

7’ &

COS X = COS 2 sin?

&
2/
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(4) wynika ze wzoru na sinus podwojonego kata: sin 2« = 2 sin  cos «,
(5) wynika ze wzoru jedynkowego: sin® « + cos? « = 1.

13.15 Skorzystamy ze wzoru sin « + sin § = 2sin “;B cos “%ﬁ Mamy

sin1° +sin2° + ... + sin 358° + sin 359°
= (sin1° + sin 359°) + (sin 2° 4 sin 358°) + ... + (sin 179° + sin 181°) + sin 180°
= 25sin 180° cos 179° 4 2 sin 180° cos 178° + ... + 2sin 180° cos 1° 4 sin 180° = 0,

bo sin 180° = 0.

13.16 (a) Mamy

c0s 15° = cos(45° — 30°) = cos45° - cos 30° + sin 45° - sin 30°
VEVE VI VB VI \ErVE
2 2 2 27 4 4T 4
(b) Mamy
sin 15° = sin(45° — 30°) = sin45° - cos 30° — cos 45° - sin 30°
_ V2 V3 V2 1 Ve V2 _ Ve—V2
2 2 2 2 4 4 4 7
(c) Mamy
c0s75° = cos(45° 4+ 30°) = cos45° - cos 30° — sin 45° - sin 30°
_ V2 V3 V21 Ve V2 _ Ve-v2
2 2 2 2 4 4 4
(d) Mamy
sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° - cos 30° + cos 45° - sin 30°
_ V2 V3 V2 1 V6 V2 _ Vo+v2
2 2 2 2_ 4 4 4
(e) Mamy
€08 105° = cos(60° + 45°) = cos 60° - cos45° — sin 60° - sin 45°
_L V2 V3 V2 V2 W _V2—E
2 2 2 2 4 4 4
(f) Mamy

sin 105° = sin(60° + 45°) = sin 60° - cos 45° + cos 60° - sin 45°
VAVE 1 VE VB V2 eV
2 2

22 4+4_ 4

13.17 Podnoszac obydwie strony réwnosci sin « + cos « = m, dostajemy

2

m? = (sin & + cos &) = sin® & + 2 sin & cos & + cos?

oo =1+ 2sin xcos «.

Poniewaz 2 sin « cos « = sin 2, wiec 1 + sin 2o = m?. Zatem sin20c = m? — 1.
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13.18 Korzystajac z twierdzenia sinuséw mamy
a=Rsinx, b=Rsinf3, c=Rsinvy.
Pamietajac, ze «, 3,y sa katami w tréjkacie, a zatem y = 180° — o« — 3, otrzymujemy stad

a+b+c=2R(sinx + sin f + siny)

:2R<251n OHZ_ b cos oc; b +251nzcos;/>
=4R [sin (90o — ;) cos oc; P —i—sin%cos ;/]
—4R[cos;/cos (X; B —|—sin(90°— oc—;—[S) COS§:|
:4Rcos;/{cos oc; B + cos oc—; B}

Y o« P x B vy
=4Rcos = - 2¢c0s = cos — = 8Rcos = oS - COS ~.
€08 7+ 2€08 5 €08 7 8R cos 5 €08 - €08 5
13.19 (a) Korzystajac ze wzoru na sinus sumy oraz sinus i kosinus podwojonego kata dla o« € R
mamy

sin3a = sin(o 4 2)

= sin x cos 2« + cos & sin 2

= sin « - (cos? o« — sin? &) + cos & - 2 sin & cos o

= sin occos2 X — sin3 o+ 2sin occos2 x

2 x —sin® o

2

= 3sin ¢ cos

3

=3sina- (1 —sin” ) —sin” &

— 3sin o — 4sin’ a.

(b) Podobnie, jak w poprzednim podpunkcie, mamy

cos 3o = cos(o + 2x)

= oS xcos 2 — sin o sin 2

= cos & - (cos? o« — sin®

= cos® o — sin? o cos o« — 2 sin? & cos &

= cos® o — 3sin? xcos &

2

o) — sin o - 2sin & cos o

= cos® o — 3(1 — cos® «) - cos &

3 & — 3 cos .

=4cos
13.20 (a) Aby znalezé wartoéci najmniejsza i najwieksza funkgji f(x) = sin x + cos x, sprowadzimy ja
do postaci f(x) = Asin(x + w), gdzie A, w sg pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Zauwazmy, ze dla kazdego x € R mamy

1 1
f(x) =sinx + cosx = \ﬁ< sinx—i—cosx).
(x) 5 7

Poniewaz
Ccos T sin T Q
4 4 27
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mozemy zapisa¢ powyzszy wzOr w postaci
f(x) = \/§<cos g sinx + sin g cosx).
Korzystajac ze wzoru na sinus sumy, otrzymujemy wiec
f(x) = \f2sin<x + Z)
Poniewaz wartosci funkgji sinus mieszcza sie¢ w przedziale [—1, 1], a wartosci skrajne —1 oraz

+1 s3 osiggane, mozemy stwierdzi¢, ze funkcja f przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu
[— \@, V2]. Zatem wartosé¢ najwieksza funkgji f to \fZ, a warto$¢ najmniejsza to —V2.

(b) Aby znalez¢ warto$ci najmniejsza i najwieksza funkgji f(x) = sin x — cos x, sprowadzimy ja

13.21 (a)

do postaci f(x) = Asin(x + w), gdzie A, w sg pewnymi liczbami rzeczywistymi.

Zauwazmy, ze dla kazdego x € R mamy

1 1
f(x) :sinx—cosx:\@<sinx—cosx>.
2 V2
Poniewaz
cosZc = sing = —2
4 4 27

mozemy zapisa¢ powyzszy wzOr w postaci
f(x) = \[2<cos g sinx — sin g cosx).
Korzystajac ze wzoru na sinus réznicy, otrzymujemy wiec
f(x) = ﬁsin(x— Z)

Poniewaz wartosci funkcji sinus mieszczg si¢ w przedziale [—1, 1], a wartosci skrajne —1 oraz
+1 sg osiagane, mozemy stwierdzié, ze funkcja f przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu
[—V/2,V/2]. Zatem warto$¢ najwieksza funkji f to v/2, a warto$¢ najmniejsza to —v/2.

Z wykresu funkgji sinus mozemy odczytaé, ze réwnanie sinx = 3 w przedziale [0, 27)
ma dwa rozwigzania: x = %71 oraz x = %n. Poniewaz funkcja sinus jest 27t-okresowa

stwierdzamy, to wszystkie rozwigzania réwnania sinx = % mozna zapisa¢ w postaci:

1
x:6ﬂ+2k71 lub x:gn—l—Zkﬂ, gdzie k € Z.
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(b) Z wykresu funkdji cosinus mozemy odczytaé, ze réwnanie cosx = 5% w przedziale [0, 27)
ma dwa rozwigzania: x = F oraz x = 2. Poniewaz funkcja cosinus jest 27-okresowa,

stwierdzamy, ze wszystkie rozwigzania réwnania cos x = % mozna zapisa¢ w postaci:

1 7
x:1n+2kn lub x:1n+2k7r, gdzie k € Z.

1Y

-1+

(c) Przypomnijmy, ze utamek jest rtéwny zero wtedy i tylko wtedy, gdy licznik jest réwny zero,
a mianownik r6zny od zera. Réwnanie

sin x

1—cosx

mozemy wiec sprowadzié¢ do nastepujgcej koniunkgji:
sinx =0 oraz cosx # 1.

W przedziale [0, 271) rGwnanie sin x = 0 ma dwa rozwigzania: x = 0 oraz x = 7. Jednak
dla x = 0 mamy cosx = 1, co oznacza, ze rozwigzanie to odrzucamy. Pozostaje wiec tylko:
x = 1. Poniewaz funkcja sinus jest 27-okresowa, wszystkie rozwigzania réwnania

sin x

1—cosx

mozna zapisa¢ w postaci:
x =m+2kmn, gdziek € Z.

27

-1+

(d) Przypomnijmy, ze utamek jest réwny zero wtedy i tylko wtedy, gdy licznik jest réwny zero,
a mianownik r6zny od zera. R6wnanie

COS X

1—sinx

mozemy wiec sprowadzi¢ do nastepujacej koniunkcji:

cosx =0 oraz sinx #1.
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(e)

W przedziale [0, 27t) réwnanie cos x = 0 ma dwa rozwigzania:

X=gm ooraz X=gm.
Jednak dla x = 37t mamy sinx = 1, co oznacza, ze rozwigzanie to odrzucamy. Pozostaje
wiec tylko:
3
X =g
Poniewaz funkcja cosinus jest 27-okresowa, wszystkie rozwigzania réwnania mozna zapi-

sa¢ w postaci:

X = gn +2km, gdziek € Z.

N—=
|
NI
A
N
A
=7

—1 +

Rozwazamy réwnanie
1
cos® x + 5 Cosx = 0.

Najpierw wylagczamy cos x przed nawias, co daje
1
cosx | cosx + 5= 0.
Z tego wynika, ze réwnanie jest rOwnowazne alternatywie dwéch prostszych réwnai:

1
cosx =0 lub cosx= —5

W przedziale [0, 271) réwnanie cos x = 0 ma dwa rozwigzania

X = 17‘[ X = §7t
2 T2
podobnie jak réwnanie cos x = —%, ktérego rozwigzaniami sg z kolei
X = gTE X = én
-3 3

Poniewaz funkcja kosinus jest 27t-okresowa, wszystkie rozwigzania réwnania

1
Coszx—l—icosx:O

mozna zapisa¢ w postaci:

1 2 4
x:§n+k7t, x:§7t+2k7r, x:§n+2k7t, gdzie k € Z.
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(f) Rozwazamy réwnanie

3
sin®x + 7sinx =0.

Najpierw wylgczamy sin x przed nawias, co daje

sinx <sinx + \2/§> =0.

Z tego wynika, Ze r6wnanie jest rtownowazne alternatywie dwoch prostszych réwnar:

V3

sinx=0 lub sinx= —

W przedziale [0, 271) réwnanie sin x = 0 ma dwa rozwigzania

podobnie jak réwnanie sin x = —?, ktérego rozwigzaniami sg z kolei
4 s > Tt
X =T, X= .
3 3

Poniewaz funkcja sinus jest 2r-okresowa, wszystkie rozwigzania réwnania
3
sin®x + > sinx =0
mozna zapisa¢ w postaci:
4 5 .
x=km, x= §n+2k7t, X = §7t—|—2k7t, gdziek € Z.

Y

(g) Rozwazamy réwnanie
V3sinx + cosx = V2.

Najpierw zauwazamy, ze dzielagc obydwie strony przez 2, mozemy je przeksztalci¢ do

postaci
V2

. 1
751nx+ Ecosx = 7.
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Poniewaz

7T
COS — =

@ mw 1
6 2

oraz sin_ =3,
dostajemy

V2
7.

T .m
cosgsmx—i—smgcosx =

Korzystajac ze wzoru na sinus sumy, otrzymujemy wiec

sin(x—i—ﬂ) = Q

6 2
Zwréémy uwage, ze w przedziale [0, 271) réwnanie sint = % ma dwa rozwigzania (zobacz
rysunek):
t= 17T t= §71
47 4T

Zatem rozwiazaniami rOwnania

w przedziale [0, 27) sg liczby

i 8 1 _ 7
X - 1™

Poniewaz funkcja sinus jest 2-okresowa, wszystkie rozwigzania rozwazanego réwnania
mozna zapisa¢ w postaci:

1 7
X = —=m+2kn, x=_-m+2kn, gdziekeZ.

12 12
1Y
1 4
RN R o
2 | !
] 2
ERT :
—1 +

(h) Rozwazamy réwnanie
sinx —cosx = 1.

Najpierw dzielimy obie strony przez v/2, aby doprowadzi¢ je do postaci:

_ 1 1
—SINX — —COSX = —.
V2 V2 V2

Poniewaz

dostajemy

T T
COs — sinx — sin — cos x =
4 4

Slis
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(1)

Korzystajgc ze wzoru na sinus réznicy, otrzymujemy wiec

Zwréémy uwage, ze w przedziale [0, 271) réwnanie sint = % ma dwa rozwigzania (zobacz
rysunek):
t= 17'c t= §7r
4 T4
Zatem rozwiazaniami rOwnania
: T\ V2
sin{x—— | = —
4 2
w przedziale [0, 27) s liczby
—17c+17c—17c —37T+17T—7T
FTRTTLT T T

Poniewaz funkcja sinus jest 2m-okresowa, wszystkie rozwigzania rozwazanego réwnania
mozna zapisaé¢ w postaci:

1
X = §n+2k7t, x =mn+2kmn, gdziek € Z.

o3

-1+

Korzystajac ze wzoru na réznice sinuséw oraz z nieparzystosci funkgji sinus, otrzymujemy

2x + 4 2x — 4
sin 2x — sin4x = 2 cos X—; Xsin x2 x:2cos3x-sin(—x):—2cos3x-sinx.

Oznacza to, ze rOwnanie
sin2x —sin4dx =0

jest rtownowazne réwnaniu
sinx - cos 3x = 0

czyli alternatywie dwéch prostszych réwnar:
sinx =0 lub cos3x =0.
Przyjrzyjmy sie kazdemu przypadkowi osobno. Réwnanie sin x = 0 w przedziale [0, 27)

ma dwa rozwigzania

Poniewaz funkcje sinus jest 27-okresowa wszystkie rozwigzania tego réwnania mozna uja¢
w jednej serii:
x =km, gdziek € Z.
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(k)

Réwnanie cos 3x = 0 w przedziale [0, 27r) ma réwniez dwa rozwigzania

1
3x = §7r, 3x = %71

Biorac pod uwagge 2m-okresowos$¢ funkgji kosinus, wszystkie rozwigzania mozemy pofaczy¢
w jedna serie:

1
3x = ETE +km, gdziek € Z.

Podsumowujac, wszystkie rozwigzania réwnania sin 2x — sin 4x = 0 mozna zapisac¢ jako

1 k
x=km, x= 67T+ §7T, gdzie k € Z.

Korzystajac ze wzoru na sume kosinuséw, otrzymujemy

cos 5x + cos 3x = 2 cos SX;?)X Ccos SX;3X = 2cos4x - cosx.

Oznacza to, ze rOwnanie
cosbx + cos3x =0

jest rownowazne réwnaniu
cosx - cosdx =0,

czyli alternatywie dwéch prostszych réwnar:
cosx =0 lub cos4x =0.

Przyjrzyjmy sie kazdemu przypadkowi osobno. Réwnanie cos x = 0 w przedziale [0, 27)

ma dwa rozwigzania

s 3m
=, X=—.
2’ 2

Poniewaz funkcja kosinus jest 27-okresowa, wszystkie rozwigzania tego réwnania mozna

X =

ujaé¢ w jednej serii:

Uy

X = E—l—kﬂ, gdzie k € Z.
Réwnanie cos 4x = 0 w przedziale [0, 271) ma réwniez dwa rozwigzania
us 3n
dx = -, 4dx=——.
T2 T

Biorac pod uwage 2m-okresowos$¢ funkgji kosinus, wszystkie rozwigzania mozemy pofaczy¢
w jedng serie:

4x = TE[ +km, gdziek € Z.

Podsumowujac, wszystkie rozwigzania réwnania cos 5x + cos 3x = 0 mozna zapisa¢ jako

k
x:g—l—kn, x:g—i-zn, gdzie k € Z.
Korzystajac ze wzoru na kosinus podwojonego kata, mozemy réwnanie

2cos2x +3 =4cosx,

sprowadzi¢ do postaci
2 cos®x —2sin®x + 3 = 4 cos x.
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Stad na mocy wzoru jedynkowego, otrzymujemy
2cos’x —2(1 — cos®>x) +3 =4 cosx.
Upraszczajac wyrazy podobne, dostajemy ostatecznie rownanie kwadratowe:
4cos’x —4cosx +1=0.
Zawr6éémy uwage, ze mozemy je zapisac jako
(2cosx —1)?> =0,

skad otrzymujemy

oSX = 7.
W przedziale [0, 27t) réwnanie cos x = % ma dwa rozwiazania

x="2 oraz x—5—ﬂ
3 37

Uwzgledniajac fakt, ze funkcja kosinus jest 27t-okresowa, wszystkie rozwigzania réwnania
2cos2x + 3 = 4 cos x mozemy zapisa¢ w postaci:

x:g—i—Zth, X:S?n—l—an, gdzie k € Z.

-1+

Korzystajac ze wzoru jedynkowego, mozemy réwnanie
4cos’x +4sinx =5

sprowadzi¢ do postaci
4(1 —sin®x) + 4sinx = 5.

Upraszczajac wyrazy podobne, otrzymujemy réwnanie kwadratowe wzgledem:
—4sin’x +4sinx—1 =0,

czyli
4sin’x —4sinx +1=0.

Zawr6émy uwage, ze mozna je zapisac jako:
(2sinx — 1) =0,

skad otrzymujemy

sinxf1
=5
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13.22

13.23

W przedziale [0, 27t) réwnanie sin x = % ma dwa rozwigzania

x="2" oraz x—5—7T
6 6

Uwzgledniajac fakt, ze funkcja sinus jest 2t-okresowa, wszystkie rozwigzania réwnania
4 cos?x + 4sin x = 5 mozemy zapisa¢ w postaci:

X:Tg[-i-ZkT[, x:sg—i-Zth, gdzie k € Z.

N[—=

-1+

4

Zauwazamy, ze wyrazenie sin* x + cos* x mozna przeksztalci¢ korzystajac ze wzoru skréconego

mnozenia w nastepujacy sposob:

sin® x + cos* x = (sin® x + cos? x)? — 2 sin’ x cos? x.

2 4

Poniewaz sin? x + cos? x = 1, rtéwnanie sin* x + cos* x = 1przyjmuje wiec postaé:

2

1 —2sin®x cos x =1,

skad

sin®x cos® x = 0.

Oznacza to, ze wyjSciowe réwnanie jest rtownowazne alternatywie dwoéch prostszych réwnan:
sinx=0 lub cosx=0.
Jak juz wiemy, rozwigzania rownania sin x = 0 sg postaci
x =km, gdziek € Z,

zas$ rébwnania cos x = 0 postaci

1
X = 57'(—1— km, gdziek € Z.

F.aczac obydwie serie rozwigzan, stwierdzamy, ze wszystkie rozwigzania réwnania sin* x +

cos*x = 1 mozemy zapisa¢ w postaci ogélnej:

X = gn, gdzie k € Z.
Zalézmy nie wprost, Ze x. jest rozwigzaniem réwnania sin x+sin 2x = 2. Wtedy sin x,.+sin 2x,. =
2. Ale funkgja sinus przyjmuje wartosci wylacznie z przedziatu [-1, 1]. Zatem sin x,, = sin 2x, = 1.
Stad x. = 5 + 2kmoraz 2x, = T + 2lmdla pewnych k, 1 € Z. W konsekwengji 7 + 2kmt = 7 + It
oraz | = 2k+ 3 ¢ Z. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze réwnanie sin x +sin 2x = 2 nie posiada
rozwigzan.
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13.24 Funkgja kosinus przyjmuje wartosci wyltacznie z przedziatu [—1, 1]. Oznacza to, ze réwnanie

cosx = 042
- 2-3a
ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
1< 5a—2 <
2—3a

Nalezy przy tym pamietaé, ze wyrazenie po prawej stronie jest okreslone jedynie dla a # 3.

Przeanalizujmy teraz obie nieréwnosci osobno. Zacznijmy od nieréwnoéci prawej:

5a -2
<1
2—3a
Po sprowadzeniu do wspdélnego mianownika otrzymujemy
5a -2 _8a—4
2—3a - 2—-3a’
Zatem rozwazana nier6wnos¢ jest rownowazna nieréwnosci
8a—4
<0
2—3a
Przechodzac do postaci iloczynowej 4(2a — 1)(2 — 3a) < 0, stwierdzamy, ze rozwigzaniem
nierdGwnosci
5a—-2
<1
2—3a
sq liczby a € (—oo, %] U (%,—i—oo); nalezy pamietaé, ze a # %
.

> X
1 3
2 2

PrzejdZzmy teraz do nieréwnosci lewej:

5a—-2
-1< .
2—3a
Postepujac analogicznie jak wczeéniej, sprowadzamy ja do postaci
2a
> 0.
2—3a
Na postawie wykresu funkgji a — 2a(2 — 3a) stwierdzamy, ze nier6wno$¢ tak jest spetniona dla
aelo, %).

Podsumowujac, obie nieréwnosci

s spetnione, gdy jednoczesnie

ae (—oo, %] U (%,+oo) oraz a € [0, %].

Oznacza to, ze rOwnanie
5a—-2
2—3a
posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy a € [0, 1.

COSX =
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13.25 (a) Na wykresie funkcji kosinus zaznaczamy punkty x, dla ktérych cosx = —1. Nieréwnoéé
cosx > —1 jest zatem spelniona dla x € (—37 + 2k, 37t + 2km), gdzie k € Z.

(b) Na wykresie funkji sinus zaznaczamy punkty x, dla ktérych sinx = —3. Nieréwnos¢
sinx < —1 jest zatem spetniona dla x € [%ﬁ + 2k, %ﬁ + 2k, gdzie k € Z.

(c) Wprowadzamy nowa zmienng t = cos x. Dzigki temu réwnanie cos?x—5cosx < 0 mozemy
sprowadzi¢ do postaci t> — 5t < 0. Z wykresu wielomianu t? — 5t = t(t — 5) odczytujemy,
ze nieré6wnoéc¢ ta jest spetniona dla t € [0, 5].

AN P

0o~——75

Wracajac do pierwotnej zmiennej, otrzymujemy
0 <cosx <b.

Poniewaz funkcja kosinus przyjmuje wartosci wylgcznie z przedziatu [—1, 1], prawa nie-
réwnos¢ jest spelniona dla wszystkich liczb rzeczywistych. Rozwigzania lewej nieréwnosci
mozemy odczytaé z wykresu funkcji kosinus. Podsumowujac, rozwigzaniami nieréwnosci

cos?x —5cosx <0 sg wszystkie liczby x € [—%71 + 2k, %7{ + 2knl, gdzie k € Z

—27 27 3(
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(d) Wprowadzamy nowa zmienng t = sin x. Dzieki temu réwnanie sin?x+2sinx > 0 mozemy
sprowadzié¢ do postaci t? + 2t > 0. Z wykresu wielomianu t? + 2t = t(t + 2) odczytujemy,
ze nieréwno$(¢ ta jest spetniona dla t € (—oo, —2) U (0, 4+00).

AN P

>~—_—0

Wracajac do pierwotnej zmiennej, otrzymujemy
sinx < =2 lub sinx >0.

Poniewaz funkgcja sinus przyjmuje wartosci wylacznie z przedziatu [—1, 1], lewa nier6wnos$¢
nie jest spelniona dla zadnej liczby rzeczywistej. Rozwigzania prawej nieréwno$ci mozemy
odczytaé z wykresu funkcji sinus. Podsumowujac, rozwigzaniami nieréwnosci sin” x +
2sinx > 0 sg wszystkie liczby x € (2km, (2k 4+ 1)7), gdzie k € Z.

XV

—27 0

(e) Zauwazmy, ze
sinx — V3 cosx = 2(; sinx — ?cosx).
Poniewaz
0s 3 =7 oraz sinz=-—-,
dostajemy

3 3

Korzystajac ze wzoru na sinus réznicy, otrzymujemy wiec

. T, T
sinx — V3 cosx = 2<cossmx—smcosx>.

sinx — v/3 cosx —251n<x— g)

Nieré6wnosé sin x — v/3 cosx > 0 jest zatem réwnowazna nieréwnosci

sin X—E
3

Z poprzedniego podpunktu wiemy, ze siny 0 dla wszystkich y € (2km, (2k + 1)7), gdzie

k € Z. Oznacza to, ze
sin| x T >0
3 =

X — g € [2km, (2k + 1)n], gdzie k € Z.

WV

0.

wtedy i tylko wtedy, gdy
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(8)

Podsumowujac, nieréwnoséé sinx — v3cosx > 0 jest spetniona przez wszystkie liczby
rzeczywiste x takie, ze

X € [g +2k7t,4?7[ +2k7'c}, gdzie k € Z.

Zauwazmy, ze

1 1
sinx + cosx = V2| —=sinx + — cosx .
<ﬁ V2 )

Poniewaz

dostajemy

. . .
smx—i—cosx:\fZ COSZSH’IX-FSII’IZCOSX .

Korzystajac ze wzoru na sinus sumy, otrzymujemy wiec
. ) us
sinx + cosx = ﬁsm(x + 4).

Nier6wnos¢ sin x + cos x > 0 jest zatem réwnowazna nieréwnosci

) T
s1n<x+ 4> > 0.

Z podpunktu (d) wiemy, ze siny > 0 dla wszystkich y € (2km, (2k + 1)7), gdzie k € Z.

Oznacza to, ze
sin{ x + n >0
X JR—
4

x+ 7 € (2K, (2k+ 1)), gdziek € Z.

wtedy i tylko wtedy, gdy

Podsumowujac, nieréwnos¢ sin x + cos x > 0 jest spetniona przez wszystkie liczby rzeczy-
wiste x takie, ze

X € <2k7‘[—:, (2k+1)7t—z>, gdzie k € Z.

Rozwazmy nieré6wnos¢
2sin?x + 3sinx +1 < 0.

Zauwazmy, ze jest to tréjmian kwadratowy wzgledem zmiennej t = sin x. Zastagpmy wiec
sinx przez t i rozwazmy nierd6wnos¢

2t* + 3t +1 < 0.
Obliczamy delte tego tréjmianu:
A=3"—4.2.1=9-8=1

oraz jego pierwiastki

31
— -

3411

t = -1, t=

4 2
Z wykresu funkcji t — 2t? + 3t + 1 odczytujemy, ze nieréwnosé 2t> + 3t + 1 < 0 jest
spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy —1 < t < —3.

38



Wracamy teraz do podstawienia t = sin x, co prowadzi do nieréwnosci
. 1
—1 < sinx < —
réwnowaznej naszej wyjsciowej nieréwnosci. Na wykresie funkcji sinus zaznaczamy
punkty x, dla ktérych sinx = —1 oraz sinx = —3, a nastepnie odczytujemy, ze waru-
nek —1 < sinx < —3 jest spetniony dla

X € (Zn + 2k, gn + 2k7t> U <§7{ + 2k, %7{ + 2k7't), gdzie k € Z.

(h) Rozwazmy nieréwnosé
2cos?x —3cosx +1<0.

Zauwazmy, ze jest to tréjmian kwadratowy wzgledem zmiennej t = cos x. Zastgpmy wiec
cos x przez t i rozwazmy nieréwnos¢é
2t -3t +1<0.
Obliczamy delte tego tréjmianu:
A=(-3)?-4.2.1=9-8=1

oraz jego pierwiastki

3—-1 1 3+1
b=y =y hEg T
Z wykresu funkdji t — 2t? — 3t + 1 odczytujemy, ze nieréwnosé 2t — 3t + 1 < 0 jest

1.

spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy 3 < t < 1.

AN P

I~— —1 -
2

Wracamy teraz do podstawienia t = cos x, co prowadzi do nieréwnosci

1<cosx<1
2 7

rownowaznej naszej wyjSciowej nierdownosci. Na wykresie funkcji kosinus zaznaczamy

punkty x, dla ktérych cosx = 3 oraz cosx = 1, a nastepnie odczytujemy, ze warunek

1 < cosx < 1jest spetniony dla

X € (—;[ + 2k, 2ch> U <2k7c, g + 2k7't>, gdzie k € Z.
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(i) Rozwazmy nieréwnoéc¢

2cos’x + cosx — 1 > 0.

Zauwazmy, ze jest to tréjmian kwadratowy wzgledem zmiennej t = cos x. Zastgpmy wiec
cos x przez t i rozwazmy nieréwnos¢é

22 +t—12>0.
Obliczamy delte tego tréjmianu:
A=1>—4-2-(-1)=1+8=9

oraz jego pierwiastki

-1-3 -1+3 1

4 2

Z wykresu funkdji t — 2t> 4+t — 1 odczytujemy, ze nieréwnoéé 2t +t —1 > 0 jest spetniona
wtedy i tylko wtedy, gdy t < —11lub t > 1.

AN P

*1\—/i .
2

Wracamy teraz do podstawienia t = cosx, dzieki czemu nasza wyj$ciowa nieré6wnosé
sprowadza sie do alternatywy

cosx =—1 lub cosx}%.

(Przypomnijmy, ze funkcja kosinus przyjmuje wytacznie wartoéci z przedziatu [—1,1],
dlatego zbiér rozwigzan nieréwnosci cosx < —1 pokrywa sie ze zbiorem rozwigzan

rownania cos x = —1.) Na wykresie funkcji kosinus zaznaczamy punkty x, dla ktérych
CoOSX = % oraz cos x = —1, a nastepnie odczytujemy, ze alternatywa
1
cosx=—1 lub cosx > 5

jest spetniona dla

x=m+2kmt lub x¢€ —g+2kﬂ,g+2kn,gdziekez.
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(j) Rozwazmy nieré6wnos¢
2sin’x —sinx — 1 > 0.

Zauwazmy, ze jest to tréjmian kwadratowy wzgledem zmiennej t = sin x. Zastagpmy wiec

sin x przez t i rozwazmy nieréwnosc
2
2t°—t—-12>0.

Obliczamy delte tego tréjmianu:

oraz jego pierwiastki
L_1-3 1 143
1= Ty 2= T =
Z wykresu funkji t + 2t?> —t — 1 odczytujemy, Ze nieréwnoéé 2t —t —1 > 0 jest spetniona

wtedy i tylko wtedy, gdy t < —3 lubt > 1.

1.

Wracamy teraz do podstawienia t = sinx, dzieki czemu nasza wyjéciowa nieréwnosé

sprowadza si¢ do alternatywy
. 1 .
sinx < ) lub sinx =1.
(Przypomnijmy, Ze funkcja sinus przyjmuje wylacznie wartosci z przedziatu [—1, 1], dlatego

zbiér rozwigzan nieréwnoéci sinx > 1 pokrywa sie ze zbiorem rozwigzan réwnania

sinx = —1.) Na wykresie funkcji sinus zaznaczamy punkty x, dla ktérych sinx = —1 oraz

sin x = 1, a nastepnie odczytujemy, Ze alternatywa
. 1 .
sinx < ) lub sinx=1.
jest spetniona dla

7 11
x:g—i-an lub x e 6ﬂ+2kﬂ,zn+2k7r,gdziekel.
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13.26 Zwrdéémy uwage, ze dziedzing nieréwnosci

sinx + cosx <
CoS X

jest zbiér D = (7, 371) U (37, 2m), bowiem dla x = 37t mamy cos x = 0. Rozwazymy teraz dwa

przypadki w zaleznosci od tego, czy punkty x naleza do przedziatu (m, 37) czy tez do przedziatu
(37, 2m).

Zatézmy najpierw, ze x € (m, 37). W tym przedziale funkcja kosinus przyjmuje wartoéci ujemne.

Oznacza to, ze dla x € (7, %7{) nieréwnos¢

sinx 4+ cosx <
COS X

jest rOwnowazna nierdwnosci
sin x cos x + cos? x > 1.

Korzystajac z jedynki trygonometrycznej cos? x — 1 = — sin®

x, otrzymujemy
. )
sinxcosx —sin“x > 0

oraz
sin x(cosx —sinx) > 0.

Zauwazmy, ze sinx < 0 dla x € (7, 37). A zatem po podzieleniu przez sin x, otrzymamy

cosx —sinx < 0.

Poniewaz . 1
COSX —sinx = \ﬁ — COSX — —=Sinx
(Feos== o)

oraz

T 1 ¢ 1

cos — = —, sin — = —,

1= N 4\~

dostajemy

7T Tt T
cosx—sinx=xf2<cos4 cosx—sinz sinx) :\/icos<x+ 4>.

Zatem nieré6wnos¢é
cosx —sinx < 0

Tt
— 0.
cos<x+ 4> <
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Y
| 2 | o
27

Z wykresu funkcji kosinus mozemy odczytac, ze jest ona spetniona przez wszystkie liczby x
takie, ze

x—i—g S <72t+2kn,gzr+2k7r>, gdzie k € Z.

Stad

x € <Z + 2k, %ﬂ + 2k7r>, gdziek € Z.

Réwnowaznie powyzszy warunek mozna zapisac jako

S U—ZT[—§7TU 17T§7IU 27‘[E7TU
XE... 1T 1" i

Rozwigzaniem réwnania

sinx + cosx <
Ccos X

X € 7'[§7T
/4 .

Zalézmy teraz, ze x € (%71, 2m). W tym przedziale funkcja kosinus przyjmuje wartosci dodatnie.

w przedziale (7, 37) jest wigc zbidr

Oznacza to, ze dla x € (%71, 271) nierdwnosé

sinx + cosx <

COS X

jest rownowazna nier6wnosci
sinx cosx + cos?x < 1.

Postepujac jak poprzednio, mozemy ja sprowadzi¢ do postaci
sin x(cos x —sinx) < 0.
Poniewaz sinx < 0 dla x € (37, 27), po podzieleniu przez sin x, otrzymamy
cosx —sinx > 0.

Zauwazmy, ze warunek ten jest spelniony przez wszystkie liczby z przedziatu (37, 27), bowiem
w ¢wiartce IV warto$ci dodatnie przyjmuje tylko funkcja kosinus.

Podsumowujac, nieréwnoéc¢

sinx + cosx <

cos X
w przedziale (71, 271) jest spelniona przez te liczby rzeczywiste x, ktére spelniajg warunek

X € 7'[§7T U §7'(271
14 2/ .
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13.27

13.28

Rozwazamy nier6wnos¢

. . 1
sin®x - cosx — cos® x - sin x < Zl'

Najpierw zauwazmy, ze w odjemnej i odjemniku mozna wylgczyé wspdlny czynnik sin x cos x,
co daje:

sin® x cos x — cos® x sin x = sin x cos x(sin2 X — Cos’ x).

2

Teraz korzystamy ze wzoru na kosinus podwojonego kata cos 2x = cos® x — sin® x, dzieki czemu

powyzsze wyrazenie upraszcza si¢ do

3 3 2 2 )

sin” x cos X — cos” x sin x = sin x cos x(sin“ x — cos” x) = — sin X cos x cos 2x.

Stad nieréwnos¢

sin®x - cos x — cos® x - sin x <

I

mozemy zapisa¢ w réwnowaznej formie
—4sinxcosxcos2x < 1.

Korzystajac dwukrotnie ze wzoru na sinus podwojonego kata sin 2x = 2 sin x cos x, otrzymujemy
kolejno
—2sin2xcos2x <1

oraz
—sin4x < 1.

Zauwazmy, ze powyzsza nier6wnos¢ jest spetniona przez wszystkie liczby rzeczywiste x, bowiem
funkcja sinus przyjmuje wartoéci wylacznie z przedziatu [—1, 1].

Podsumowujac, nieréwnos¢

sin®x - cosx — cos® x - sinx <

=

jest spetniona dla kazdego x € R.

Rozwazamy nier6wnos¢é

cos?x +cos®x +costx +--- <1+ cosx.

Zauwazmy, ze lewa strona to nieskorficzony szereg geometryczny o pierwszym wyrazie cos® x

i ilorazie cos x. Jest on zbiezny (sumowalny) doktadnie wtedy, gdy |cos x| < 1, tzn. wtedy gdy
x # kmdlak € Z.
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13.29

Poniewaz dla |q| < 1 suma szeregu a + aq + aq® + - - - dana jest wzorem

a
1—q’

rozwazane przez nas réwnanie jest réwnowazne roOwnaniu

COS2 X

——— < 1+cosx
1—cosx

dla x # kmdla k € Z. Zauwazmy réwniez, ze 1 — cosx > 0 dla tak okredlonych wartosci
niewiadomej x. Zatem PO przemnozeniu obu stron powyzszej nieréwnosci przez 1 — cosx

dostaniemy
cos?>x < (14 cosx)(1 — cosx).
Stad
cos?x < 1 — cos? X,
czyli
cos?x < L
5

W konsekwencji dostajemy

1 1
——= < cosx < —.

V2 V2
Z wykresu funkcji kosinus odczytujemy, ze rozwigzaniem tej nieréwnosci dla x # km, gdzie
k € Z, a wigc i nier6wnosci

cos?x +cos®x +cost*x + -+ <1+ cosx,
jest zbior

4 4

n + 2k, §7’E + 2k7’[> .

Rozwazmy dwa przypadki, w zaleznosci od znaku wyrazenia sin x. Jezeli sinx > 0, czyli
x € (2km, 7w + 2km) dla k € Z, to rownanie

sinx + |sinx| =0

upraszcza si¢ do postaci
sinx + sinx = 0.

Poniewaz w kazdym z przedziatléw (2km, 7t 4- 2k7r) funkcja sinus przyjmuje wylacznie wartosci
dodatnie, réwnanie to nie ma zadnych rozwigzan.

Jezeli natomiast sin x < 0, czyli x € [rt + 2km, 27t + 2k7] dla k € Z, réwnanie

sinx + |sinx| =0
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13.30

przyjmuje postac
sinx —sinx = 0.

Oznacza to, ze jest ono spetnione przez wszystkie liczby x € [rt + 2k, 27t 4 2k, gdzie k € Z.
Zatem zbiér wszystkich rozwigzan réwnania

sinx + |sinx| =0

mozna opisa¢ wzorem
x € [+ 2k, 27t + 2kn], gdzie k € Z.

Na przedziale (0, 7) rozwazmy nieréwno$¢

2 log, 5(ctgx)—1
(2

Zauwazmy, ze na tym przedziale funkcja kotangens przyjmuje wylgcznie wartosci dodatnie,
dzigki czemu nier6wnos¢ jest poprawnie okreslona. Mozemy ja przepisa¢ w réwnowaznej postaci

2 log\/g(ctgx)fl 2 0
& =6)

log slctgx) —1 <0.

skad wynika

Korzystajac z definicji logarytmu, dostajemy
ctgx < V3.

Poniewaz funkcja kotangens jest malejgca na przedziale (0, ) i przyjmuje wartos¢ v3 dlax = Z,
stwierdzamy, ze rozwigzaniem powyzszej nieréwnosci — a wiec rowniez naszej wyjsciowej
nieréwnosci — sa wszystkie liczby rzeczywiste x, ktére spetniaja warunek

6"2)
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