Rozpziatr 12

WARTOSC BEZWZGLEDNA

TEORIA

WaRrTOSCIA BEZWZGLEDNA liczby rzeczywistej x nazywamy liczbe |x| okreslong wzorem

x| x, jezelix >0,
X| =
—x, jezelix <O0.

WerasNoSct warTtoSct BEZwzGLEDNE]. Dla dowolnych x,y € R mamy

o [x| >0, o [x —yl < Ix[+ 1yl

o x| <x< x|, o [x-yl=Ix|lyl

o [—x|=I[x], o [x:yl=I[x[:|yl,oiley #0,
o [x +yl<Ixl+yl o |Ix—yl| <lx—yl.

WerasNoSct warTtoSct BEZWZGLEDNE] 2. Niech a > 0. Wtedy

o |x| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = alub x = —a,
o x| < awtedy i tylko wtedy, gdy —a <x < q,
o x| > a wtedy i tylko wtedy, gdy x > alub x < —a.
Uwaca: Powyzsze wlasnosci pozostajg w mocy, gdy zastagpimy znaki nieréwnoéci < i >

znakami < i >.

(GEOMETRYCZNA INTERPRETACJA WARTOSCI BEZWZGLEDNE]. Warto$¢ bezwzgledna [x| jest odlegto-

$cig liczby rzeczywistej x od 0. Ogdlniej, |x — y| jest odlegloscig liczb x i y na osi liczbowe;.
q y y ) g ) Yyl g 9 y )

Z ADANIA
Zadanie 12.1. Rozwigz rownanie
(a) [x+4[=2, (d) ||x+2|—2]:7,
(b) [x—3| =1, (e) 2x +|5x — 1| =13,

(© |[x—5—1|=1 (f) 3x+[x+1| =5,



(g) Ix+5|+x+13 =8, (h) |x— 5|+ x+9] = 11.
Zadanie 12.2. Rozwigz réwnanie 2/ 4+ 2x~1 = ¢,

Zadanie 12.3. Dla jakich wartosci parametru m € R reszta z dzielenia wielomianu P(x) =
x*! + 3x + |2 — |m|| przez dwumian x + 1 jest réwna 4?

Zadanie 12.4. Rozwigz nieré6wnos¢

(a) x+3| <2, (d) x—x—7/<7,
(b) x—1] >3, (e) x—4|—[x—10/ <0,
(c) x+13x — 4| > 20, (f) 2x+2[—x—6]>1.

Zadanie 12.5. Rozwigz nieréwnos¢ [x*> — 1| > 1 —x.

Zadanie 12.6. Rozwigzaé nier6wnos¢ /2x — 1| > 1+ x

7 2

Zadanie 12.7. Rozwigz nier6wnos¢ <X

Ix —4 =

Zadanie 12.8. Wyznacz najwieksza wartos¢é, ktéra na przedziale [—3, 2] przyjmuje funkcja
f: R — R dana wzorem f(x) = |[-x? — 2x + 3|.

RozwiazaNia

12.1. (a) Korzystajac z wlasnosci wartosci bezwzglednej réwnanie |x + 4| = 2 jest rtwnowazne
alternatywie dwéch réwnan

x+4=2 lub x+4=-2.

Po ich rozwigzaniu otrzymujemy x = —2 oraz x = —6. Zatem réwnanie |x + 4| = 2 ma dwa
rozwigzania x; = —2 oraz x; = —6.
(b) Korzystajac z wlasnosci wartosci bezwzglednej, réwnanie [x — 3| = 1 jest r6wnowazne
alternatywie dwdéch réwnan:
x—3=1 lub x—3=-1
Po ich rozwigzaniu otrzymujemy x = 4 oraz x = 2. Zatem réwnanie [x — 3| = 1 ma dwa
rozwigzania: x; = 4 oraz x, = 2.

(c) Zauwazmy, ze rownanie }Ix —5/— 1} = 1 jest rtownowazne alternatywie dwéch réwnan:
x—5—1=1 lub |x—5—1=-1,

z ktérych kazde zawiera warto$¢ bezwzgledna. Rozpatrzymy je osobno.

Réwnanie [x — 5| = 2 zapisujemy jako alternatywe dwéch réwnar:
x—5=2 lub x—5=-2

Stad otrzymujemy x = 7 lub x = 3. Z kolei réwnanie [x — 5| = 0 jest réwnowazne réwnaniu
x —5 = 0, skad x = 5. Laczac powyzsze dwa przypadki, stwierdzamy, ze réwnanie
‘R—ﬂ—l

= 1 posiada trzy rozwigzania: x; =3, x, =5orazxz =7.
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(d)

(e)

()

(8)

Zauwazmy, ze réwnanie ||x + 2| — 2| = 7 jest rownowazne alternatywie dwoch réwnari:
x+2—2=7 lub |x+2—2=-7,

z ktérych kazde zawiera warto$¢ bezwzgledna. Rozpatrzmy je osobno. Réwnanie [x 42| =9
zapisujemy jako alternatywe dwoéch réwnar:

x+2=9 lub x+2=-9.

Stad otrzymujemy x = 7 lub x = —11. Z kolei réwnanie |x + 2| = —5 nie ma rozwigzania,
poniewaz warto$¢ bezwzgledna nie moze by¢ liczbg ujemna. Laczac powyzsze dwa przy-
padki, stwierdzamy, ze réwnanie ||x + 2| — 2| = 7 posiada dwa rozwigzania: x; = —11 oraz
X2 = 7.

By rozwigzac réwnanie 2x + [5x — 1| = 13 postuzymy sie definicja wartosci bezwzgledne;.
W tym celu musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki w zaleznosé od tego jaki znak przyjmuje
wyrazenie 5x — 1.
PrzypaDEK I: 5x — 1 > 0, czyli x € [%, +00). Woéwcezas |5x — 1| = 5x — 1 i nasze réwnanie
przyjmuje postac:

2x + (5bx — 1) = 13.

Upraszczajac otrzymujemy 7x = 14, skad x = 2. Poniewaz 2 € [},+00) rozwigzaniem
réwnania 2x + [5x — 1| = 13 w tym przypadku jest x; = 2.

Przypapek II: 5x — 1 < 0, czyli x € (—oo, %) Woéwczas [5x — 1] = —(5x — 1) = —5x + 1,a
wiec rozwazane roOwnanie ma postac:

2x + (—=5x + 1) = 13.

Po uproszczeniu dostajemy —3x = 13, skad x = —4. Poniewaz —4 € (—oo, %), liczba
Xy = —4 jest rozwigzaniem réwnania 2x + [5x — 1| = 13.
Ostatecznie réwnanie 2x + |5x — 1| = 13 ma dwa rozwigzania x; = 2 oraz x; = —4.

By rozwigzaé réwnanie 3x + [x + 1| = 5, postuzymy sie definicja wartosci bezwzglednej. W
tym celu rozpatrzymy dwa przypadki, w zaleznosci od znaku wyrazenia x + 1.

PrzypaDex I: x + 1 > 0, czyli x € [—1, +00). WOwczas |x 4+ 1| = x + 1 i nasze rOwnanie
przyjmuje postac:
3x+ (x+1) =5.

Upraszczajac, otrzymujemy 4x = 4, skad x = 1. Poniewaz 1 € [-1, +00), rozwigzaniem
réwnania 3x + [x + 1| = 5 w tym przypadku jest x; = 1.

Przypapek II: x + 1 < 0, czyli x € (—oo, —1). Wéwczas [x + 1| = —(x + 1) = —x — 1, a wiec
rozwazane rOwnanie ma postac:

3x+ (—x—1) =5.
Po uproszczeniu dostajemy 2x = 6, skad x = 3. Poniewaz 3 ¢ (—oo, —1), stwierdzamy, ze
w tym przypadku réwnanie 3x + [x + 1| = 5 nie posiada rozwigzar.
Ostatecznie réwnanie 3x + [x + 1| = 5 ma jedno rozwigzanie: x; = 1.

Aby rozwigzaé réwnanie [x + 5| + [x + 13| = 8, rozpatrzymy przypadki w zaleznosci od
znakéw wyrazen x + 5 oraz x + 13. Zauwazmy, ze zmiana znaku tych wyrazen zachodzi
odpowiednio w punktach x = —5 oraz x = —13. Na osi liczbowej wyglada to nastepujaco:
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x+5<0 x+5<0 x+5>20
x+13<0 x+13>0 x+13>0

x<—13 —13 _13<x< -5 5 x>-5 x

PrzyraDek I: x < —13. Wéwczas
[x +5+x+13] = —(x+5) — (x +13) = —2x — 18.

Nasze réwnanie przyjmuje wiec posta¢ —2x — 18 = 8, skad x = —13. Poniewaz x = —13
nie nalezy do przedzialu (—oo, —13), stwierdzamy, ze w rozwazanym przedziale réwnanie
Ix 4+ 5] + [x + 13| = 8 nie posiada rozwigzan.

Przypapek II: —13 < x < —5. Wowczas
[x +5|+x+13| = —(x+5) + (x +13) = 8.

Otrzymujemy wiec tozsamosé 8 = 8. Oznacza to, ze kazda liczba x € [-13,-5) jest
rozwigzanie réwnania [x + 5| + |[x + 13| = 8.
PrzypaDexk III: x > —5. Wtedy

Ix +5|+x+13]| = (x+5) + (x +13) = 2x + 18.
Nasze réwnanie przyjmuje wiec postaé 2x 418 = 8, skad x = —5. Poniewaz —5 € [-5, +00),
rozwigzaniem réwnania |x + 5| + [x + 13| = 8 w tym przypadku jest x = —5.

Ostatecznie rozwigzaniem réwnania [x + 5|+ [x + 13| = 8 jest dowolna liczba x z przedziatu
(13, -5].

(h) Aby rozwigza¢ réwnanie [x — 5| + [x + 9| = 11, rozpatrzymy przypadki w zaleznosci od
znakéw wyrazen x — 5 oraz x + 9. Zauwazmy, Ze zmiana znaku tych wyrazen zachodzi

odpowiednio w punktach x = 5 oraz x = —9. Na osi liczbowej wyglada to nastepujaco:
x—5<0 x—5<0 x—=520
x+9<0 x+920 x+92>0
x<—9 -9 9<x<5 5 x>5 X

PrzypraDEek I: x < —9. Wowczas

x =5+ x+9=—(x—5)—(x+9) = —2x —4.

. . o . - 15
Nasze réwnanie przyjmuje wigc posta¢ —2x —4 = 11, skad —2x = 15, czyli x = —3.

Poniewaz —% (—00,—9), w tym przedziale réwnanie nie ma rozwigzan.
Przyrapek II: —9 < x < 5. Wowczas
x =5+ x+9=—(x—5)+(x+9)=—x+5+x+9 =14
Poniewaz 14 # 11, réwnanie w tym przedziale réwniez nie posiada rozwigzan.
Przypapexk III: x > 5. Wtedy
X =54+ x+9 = (x—5)+ (x+9) =2x + 4.

Réwnanie przyjmuje postaé 2x +4 = 11, skad 2x = 7, czyli x = 3. Poniewaz ¢ [5,+00),
i w tym przedziale réwnanie nie ma rozwigzarn.

Ostatecznie réwnanie |[x — 5] + [x + 9| = 11 nie posiada rozwigzan.
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12.2. Aby rozwigzaé réwnanie 2/ + 2x~11 = 6, rozpatrzymy przypadki w zaleznosci od znakéw
wyrazen x oraz x — 1. Zauwazmy, Ze zmiana znaku tych wyrazeni zachodzi w punktach x = 0
oraz x = 1. Na osi liczbowej wyglada to nastepujaco:

x—1<0 x—1<0 x—10
x <0 x 0 x 0
x<0 0 O0<x<1 1 x>1 x
Przyrapek I: x < 0. Wéwczas |x| = —x oraz
x—1=—(x—1)=—x+1.

Rozwazane rOwnanie przyjmuje postac

27x o+l —¢

skad
27X(1+2) =6,

czyli 27 = 2. Stad x = —1. Poniewaz —1 < 0, rozwigzaniem réwnania
2Ixl y olx—1l _ ¢

w tym przypadku jest x = —1.
PrzyrabDek II: 0 < x < 1. W tym przedziale |x| = x oraz
x—1=—(x—1)=—x+1.
Nasze rownanie przyjmuje wiec postac
2¥+2.27% =6.

Wprowadzamy podstawienie t = 2%, skad 27 = 1. Powyzsze réwnanie mozna zatem zapisac
jako
2
t+—-=6.
t
Mnozac obustronnie przez t > 0, dostajemy réwnowazne réwnanie kwadratowe

t2—6t+2=0.

Z uwagi na ograniczenie x € [0, 1), interesujg nas wylgcznie rozwigzania t € 20,21) = [1,2).
Obliczamy wyréznik A = (—6)2 —4-1-2 =36 — 8 = 28. Stad VA = V28 = 21/7. Woéwczas

— 27
t:6+22\ﬁ:3+\ﬁ oraz t:6 Z\f:3—\f7.

Zauwazmy, ze 2 = v/4 < /7. Stad
3+V7>3+2=5>2

oraz
3—V7<3-2=1
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12.3.

12.4.

Zatem zadne z rozwigzan réwnania kwadratowego t? — 6t + 2 = 0 nie lezy w przedziale [1,2).
A zatem w tym przypadku wyj$ciowe rownanie

2Ixl L olx=1l _ ¢
nie ma rozwigzan.

PrzypapDek III: x > 1. Wowczas [x| = x oraz [x — 1| = x — 1. Nasze réwnanie przyjmuje wigc postac

2X+2¢7 1 =,
skad x
2% + 5= 6,
czyli 2* = 4. Stad x = 2. Poniewaz 2 > 1, rozwigzaniem réwnania
ol o1l =6
w tym przypadku jest x = 2.
Ostatecznie rownanie
ol ol =6
ma dwa rozwigzania: x; = —1 oraz x; = 2.

Przypomnijmy, ze reszta z dzielenia wielomianu P przez dwumian x + 1 jest réwna wartosci
wielomianu P w punkcie —1, czyli P(—1). Aby reszta ta wynosita 4, musi zachodzi¢ réwnos¢

P(—1) =4, co prowadzi do réwnani
(D)2 +3- (-1 + 2—ml| =4

Upraszczajac, otrzymujemy
!2 — |m|‘ = 8.

Réwnanie to jest rtownowazne alternatywie dwéch réwnan
2—Im|=8 lub 2—|m|=-8.
Stad
lm|=—6 Iub |m|=10.

Zwréémy uwage, ze pierwsze z nich nie ma rozwigzan, bowiem wartoé¢ bezwzgledna przyjmuje
wylacznie warto$ci nieujemne. Rozwigzaniami drugiego z nich sg liczby m; = 10 oraz m, = —10.
Oznacza to, ze reszta z dzielenia wielomianu P przez dwumian x + 1 jest réwna 4 wtedy i tylko
wtedy, gdy m = 10 lub m = —10.

(a) Korzystajac z wlasnosci wartosci bezwzglednej nieréwnos¢ [x + 3| < 2 jest rtbwnowazna
nieréwnosci
—2<x+3<2

Odejmujac od wszystkich stron 3, dostajemy
S5 <x<g -1

Oznacza to, ze rozwigzaniem nieréwnosci |x + 3| < 2 sg liczby rzeczywiste x spelniajace
warunek x € [-5,—1].



(b)

(c)

(d)

Korzystajac z wlasno$ci wartosci bezwzglednej nieréwnoséc [x — 1| > 3 jest rownowazna
alternatywie dwdéch nieréwnoéci

x—1>3 oraz x—1<-3.
Oznacza to, ze rozwigzaniem nieréwnosci [x — 1| > 3 sg liczby rzeczywiste x spelniajace

warunek x € (—oo, —2) U (4, +00).
By rozwigzaé nieréwnos¢ x + [3x — 4| > 20 postuzymy sie definicja wartosci bezwzgledne;.
W tym celu musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki w zaleznosc¢ od tego jaki znak przyjmuje
wyrazenie 3x — 4.
PrzypaDEK I: 3x —4 > 0, czylix € [%, +00). Wowczas |3x — 4| = 3x — 4 i nasza nier6wnos¢
przyjmuje postac:

X+ (3x —4) > 20.
Upraszczajac otrzymujemy 4x > 24, skad x > 6. Zatem rozwigzaniem nieréwnosci x +
3x — 4] > 20 w tym przypadku jest czgs¢ wspdlna zbioréw (6, +00) oraz [§, +00), czyli
x € (6,+00).

Przypapex II: 3x —4 < 0, czyli x € (—oo, %). Wobwczas
I3x — 4| = —(3x —4) = —3x + 4,
a wiec rozwazana nier6wnos¢ ma postac:
x + (=3x +4) > 20.

Po uproszczeniu dostajemy —2x > 16, skad x < —8. Zatem rozwigzaniem nieréwnosci
X + [3x — 4| > 20 w tym przypadku jest cze$¢ wspélna zbioréw (—oo, —8) oraz (—oo, 3),
czyli x € (—oo,—8).

Ostatecznie rozwigzaniem nierd6wnos¢ x + [3x — 4| > 20 jest zbidr liczb rzeczywistych x,
ktore spetniajg warunek
x € (—oo,—8) U (6, +0).

By rozwigzac nieréwnos¢ x — [x — 7| < 7 postuzymy sie definicja wartosci bezwzgledne;.
W tym celu musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki w zaleznos¢ od tego jaki znak przyjmuje
wyrazenie x — 7.

PrzyPaDEK I: x —7 > 0, czyli x € [7, +00). Wéwczas |x — 7| = x — 7 i nasza nier6wnos¢
przyjmuje postac:
x—(x—7)<7.

Upraszczajac otrzymujemy 7 < 7, co jest prawdg dla kazdego x. Zatem rozwigzaniem
nieréwnosci x — [x — 7| < 7 w tym przypadku jest czes¢ wspdlna zbioréw [7, +-00) oraz R,
czylix € [7,+00).

PrzypaDek II: x —7 < 0, czyli x € (—o0,7). Wéwczas
x—7=—(x—7)=—x+7,
a wiec rozwazana nierownos¢ ma postac:

x—(—x+7) <7



(e)

()

Po uproszczeniu dostajemy 2x < 14, skad x < 7. Zatem rozwigzaniem nieréwnoéci
x —|x — 7| <7 w tym przypadku jest czes¢ wspélna zbioréw (—oo,7) oraz (—oo, 7], czyli
X € (—o0,7).

Ostatecznie rozwigzaniem nieréwnoéci x — [x — 7| < 7 jest zbi6r liczb rzeczywistych x,
ktére spetniajg warunek
X € (—o0,7) U [7,+c0) = R.

Aby rozwigza¢ nieré6wnoéc [x — 4| — [x — 10| < 0, rozpatrzymy przypadki w zaleznosci od
znakéw wyrazen x — 4 oraz x — 10. Zauwazmy, ze zmiana znaku tych wyrazen zachodzi
odpowiednio w punktach x = 4 oraz x = 10. Na osi liczbowej wyglada to nastepujaco:

x—4<0 x—4>0 x—4>0
x—10<0 x—10<0 x—10>0
x <4 4 4<x<10 10 x>10 X

Przyrapek I: x < 4. Wowczas
Ix —4] —Ix — 10| = —(x —4) — [-(x —10)] = —x+4+x —10 = —6.

Otrzymujemy —6 < 0, co jest prawdg dla kazdego x. Zatem rozwigzaniem nieréwnoéci
Ix —4] — [x — 10| < 0 w tym przypadku jest zbiér x € (—oo,4).

Przyrapek II: 4 < x < 10. Wéwczas
Ix —4| —x =10 = (x —4) — [~(x = 10)] = (x —4) + (x —10) =2x — 14.

Otrzymujemy nieréwnos¢ 2x — 14 < 0, skad x < 7. Zatem rozwigzaniem w tym przypadku
jest czes¢ wspodlna zbioréw [4,10) oraz (—oo,7), czylix € [4,7).

Przypapexk III: x > 10. Wtedy
Ix —4| —|x —10] = (x —4) — (x — 10) = 6.

Otrzymujemy 6 < 0, co jest falszem dla kazdego x. Zatem w tym przedziale nieréwnos¢
[x — 4| — [x — 10| < 0 nie ma rozwigzan.

Ostatecznie rozwigzaniem nieréwnosci [x — 4| — [x — 10| < 0 jest zbi6r liczb rzeczywistych
X € (—o00,4)U4,7)UD = (—00,7).

Aby rozwigzac nieréwnos¢ 2|x + 2| — [x — 6] > 1, rozpatrzymy przypadki w zaleznosci od
znakOéw wyrazen x + 2 oraz x — 6. Zauwazmy, ze zmiana znaku tych wyrazen zachodzi

odpowiednio w punktach x = —2 oraz x = 6. Na osi liczbowej wyglada to nastepujaco:
x+2<0 x+22>0 x+220
x—6<0 x—6<0 x—62>0
x<—2 -2 2<x<6 6 x>6 X

Przyprapek I: x < —2. Wéwczas

2x+ 2| =[x — 6] =2(—x —2) — [—(x—6)] =-2x—4+x—6=—x—10.



Nieréwnoé¢ przyjmuje posta¢ —x > 11, skad x < —11. Zatem rozwigzaniem w tym
przypadku jest cze$¢ wspdlna zbioréw (—oo, —11] oraz (—oo, —2), czyli x € (—oo, —11].

PrzyrapDek II: —2 < x < 6. Woéwczas
2x+2[—Ix—6l=2(x+2) = [~(x—6)] =2x +4+x—6=3x—2.

Otrzymujemy nieréwno$é 3x > 3, skad x > 1. Zatem rozwigzaniem w tym przypadku jest
czes$¢ wspdlna zbioréw [1,4+-00) oraz [-2,6), czyli x € [1,6).

Przypapexk III: x > 6. Wtedy
2x+2|—x—6/=2(x+2)—(x—6) =2x +4—x+6 =x+ 10.

Otrzymujemy nier6wno$¢ x+10 > 1, czyli x > —9. Zatem rozwigzaniem w tym przypadku
jest czes¢ wspolna zbioréw [6,+o00) oraz [—9,+00), czyli x € [6, +00).

Ostatecznie rozwigzaniem nieréwnosci 2|x + 2| — [x — 6] > 1 jest zbior liczb rzeczywistych

x € (—oo,—11]U[1,6) U [6,+0) = (—oo, —11] U [1, +00).

12.5. Naszym celem jest rozwigzanie nieréwnosci
X2 —1>1—x

Zauwazmy, ze x> — 1 = (x — 1)(x + 1). Na podstawie wykresu mozemy tatwo odczytaé, ze
x2—1>0dlax € (—oo,—1]U[1,4+00) orazx*—1 < 0dlax € (—1,1).

PrzypaDex I: x2 —1 > 0, czyli x € (—oo0, —1] U [1, +00). Wéwczas X2 — 1| = x2 — 1, a rozwazana
nieré6wno$¢ przyjmuje postac:
X2 —1>1—x

Przenoszac wszystkie wyrazy na lewg strone, otrzymujemy nieréwno$¢ kwadratowq:
X2 4+x—2>0.
Obliczamy wyréznik wielomianu x> + x — 2:
A=1"—4.1-(-2)=1+8=9

2 ! 2 )

Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej widzimy, ze rozwiazaniem nieréwnoéci x> +x—2 > 0
jest zbidr x € (—oo0, —2) U (1, +00).




12.6.

Zatem rozwigzaniem wyjéciowej nieréwnosci [x? — 1| > 1 — x w tym przypadku jest czesé
wspdlna przedziatéw (—oo, —2) U (1, +00) oraz (—oo, —1] U [1, +00), czyli

x € (—oo,—2) U (1, +00).
Przypapex II: x2 — 1 < 0, czylix € (—1,1). Wéwczas X2 —1] = —(x2—1) = —x% + 1, a rozwazana

nierownos$¢ przyjmuje postac:
—X>+1>1— X,

Przenoszac wszystkie wyrazy na lewg strong, otrzymujemy nieréwno$é kwadratowa:
X2+ x> 0,

ktdra jest rtownowazna nieréwnosci —x(x — 1) > 0. Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej
widzimy, ze rozwigzaniem nieréwnosci —x2+x>0 jest zbiér x € (0,1).

/0 N

Zatem rozwigzaniem wyjéciowej nieréwnosci [x? — 1| > 1 — x w tym przypadku jest czesé
wspoélna przedziatéw (—1,1) oraz (0,1), czyli

x € (0,1).

Ostatecznie rozwigzaniem nieréwnosci X2 —1]>1—x jest zbior liczb rzeczywistych

X € (—o0,—2) U (0,1) U (1, 4o00).

Aby rozwigzac¢ nieréwnos¢ /[2x — 1| > 1 + x, rozpatrzymy dwa przypadki w zaleznosci od
znaku wyrazenia 2x — 1.

Przypapek I: 2x—1 > 0, czyli x > 1. Woweczas [2x — 1| = 2x —1 i wyjSciowa nieréwnoé¢ przyjmuje
postac:

V2x—1>1+x.

Podnoszac obie strony do kwadratu (pamietajac, ze dla x > 1 obie strony s3 nieujemne),
otrzymujemy:
2x—1>(1+x)>2
Po rozwinieciu prawej strony:
2x—1>x>+2x+1,
czyli
x> +2<0.
Nier6wno$¢ ta nie ma rozwigzan rzeczywistych. Oznacza to, ze w tym przypadku wyjéciowa
nieré6wno$¢ y/[2x — 1| > 1 4 x nie posiada rozwigzan.
Przypapek II: 2x — 1 < 0, czyli x < % Wéwczas [2x — 1] = —(2x — 1) = 1 — 2x i wyjéciowa

nier6wnos$¢ przyjmuje postac:

vV1—-2x>1+x.
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12.7.

Zwréémy uwage, ze dla x < —1 prawa strona tej nieréwnosci jest ujemna, natomiast lewa
jest zawsze nieujemna (z definicji pierwiastka). Oznacza to, ze kazda liczba x < —1 spelnia
nier6wnos¢.

Skupmy sie wiec na liczbach x z przedziatu [—1, 1). Podnoszac obie strony nieréwnosci

vV—-2x>1+x

do kwadratu, otrzymujemy
1—2x> (14+x)?=x>+2x+1.

Stad
x? +4x < 0.

Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej x(x +4) odczytujemy, ze rozwigzaniem nieréwnosci
X% + 4x < 0 jest zbiér x € [—4,0].

Zatem rozwigzaniem nieréwnosci v1 —2x > 1+ x w przedziale [—1, %) jest czes¢ wspdlna
zbiorow [—4, 0] oraz [—1, %), czyli [-1,0].

Ostatecznie rozwigzaniem nieréwnosci v/1 — 2x > 1 + x jest zbior liczb rzeczywistych
x € (—o0,—1) U [~1,0] = (—o0,0].

Zauwazmy, ze dziedzina nieréwnosci

3«
Ix—4] =

jest zbior D = R \ {4}. Nieré6wnos¢ te mozna przeksztalci¢ do postaci rownowaznej

3 < xjx —4,
poniewaz warto$¢ bezwzgledna przyjmuje jedynie warto$ci nieujemne, wiec przemnozenie obu
stron przez [x — 4| nie zmienia kierunku nieréwnosci. Rozwazmy dwa przypadki.

PrzyraDek I: x —4 > 0, czyli x > 4. (Nie mozemy rozwazaé warunku x > 4, poniewaz x = 4 nie
nalezy do dziedziny nier6wnosci.) Wéwczas |[x — 4| = x — 4, a wyjéciowa nier6wnos¢ przyjmuje
postac:

3<x(x—4),

skad
x> —4x —3 > 0.

Obliczamy wyréznik wielomianu x? —4x —3:
A=(—4)2—-4-1-(-3)=16+12=28=4-7
oraz jego pierwiastki

x:4+§\f7:2+\f7, x:4_§\ﬁ:2\f7.

Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej widzimy, ze rozwigzaniem nieré6wnosci x> —4x—3 >
0 jest zbior x € (—00,2 —V7) U (2 4+ /7, +00).
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12.8.

AN A
2—Mﬁ

Zatem rozwigzaniem nieréwnosci 3 < x|x — 4| w przedziale (4, +00) jest cze$¢ wspdlna zbioréw
(4, 4+00) oraz (—c0,2 —V7) U (2 + V7, 4+0), czyli (2 + V7, 40).

PrzypaDek II: x — 4 < 0, czyli x < 4. Wowczas [x — 4| = 4 — x, a wyjsciowa nieréwnoé¢ przyjmuje
postac:
3<x(4—x),

skad
x> —4x +3 <0.

Obliczamy wyréznik wielomianu x> — 4x + 3:
A=(—4)%-4.-1.3=16—-12=4

oraz pierwiastki:

442 4-—2
= — = :7:1.
X > 3, X >

Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej widzimy, ze rozwigzaniem nieréwnoéci x> —4x+3 <

0 jest zbior x € [1, 3].
\‘ / > X
Yz

Zatem rozwigzaniem nieréwnosci 3 < x|x — 4| w przedziale (—oo, 4) jest cze$¢ wspdlna zbioréw

(—o0,4) oraz [1, 3], czyli
x € [1,3].

Ostatecznie rozwigzaniem nieréwnosci 3 < x|x — 4/ jest zbior liczb rzeczywistych

x € [1,3/ U2+ V7,400).

Obliczamy wyréznik tréjmianu kwadratowego —x2 —2x +3:
A=(-2)2—-4-(-1)-3=4+12=16

oraz jego pierwiastki

_2+4_ 24
=2 =2

Dzigki temu mozemy zapisaé tréjmian kwadratowy —x? — 2x + 3 w postaci iloczynowej

X =1.

—(x+3)(x—1)

i narysowac jego wykres na przedziale [-3, 2], a takze wykres funkgji f.
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XV

Z wykresu odczytujemy, ze funkcja f w przedziale [-3, 2] przyjmuje warto$¢ najwieksza w
punkcie x = 2. Warto$¢ ta wynosi

f(2) =|-22—2-2+3|=|-4—4+3| = |-5=5.
(Z Tatwoscig mozna réwniez sprawdzié, ze rzedna wierzchotka paraboli —x* — 2x + 3 jest rtéwna
A 16
= =4,

co jest mniejsze niz wartos¢ funkcji f w punkcie x = 2, czyli f(2) = 5.)
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