Rozpziar 11

FUNKC]E WYKLADNICZE I LOGARYTMICZNE

TEORIA

Derinicja PoTEGL Potegowanie jest dzialaniem bedgcym uogélnieniem dziatania mnozenia.

Potegowany element nazwa sie¢ podstawg, a liczba czynnikéw w mnozeniu nosi nazwe
wyktadnika. Na przykiad 2° = 2-2 -2 -2 - 2; podstawg jest 2, a wyktadnikiem 5. Okazuje
sie, ze formalne zdefiniowanie potegi wcale nie jest takie fatwe i nalezy postepowaé nastepu-

jaco.

e Potega o wyktadniku naturalnym: jesli a € R oraz n € N, to n-tg potege liczby a okreSlamy
rekurencyjnie wzorami: a' = a oraz a™*! = a" - a.

e Potega 0 wykladniku zerowym: dla kazdej liczby rzeczywistej a # 0 przyjmujemy a = 1.

Uwaca: Wyrazenie 0° jest tzw. symbolem nieoznaczonym i, jak wskazuje nazwa, nie
ma jednoznacznie okre$lonej wartosci. Warto jednak doda¢, ze np. w teorii szeregéw
potegowych przyjmuje sie z definicji 0° = 1. Dzieje sie tak, gdyz pochodng szeregu
x+x2 x> +xt+. . jest 1+2x+3x2+4x3+. .., co w zapisie za pomocg symbolu }_ mozna
przedstawi¢ w postaci (32, x™)" = (X%, nx™!).Dlax = 0in = 1 wyrazenie nx""!,
wystepujace w szeregu po prawej stronie, jest rowne 0°, ale jak widzimy z powyzszych
rozwinie¢ musi by¢ ono réwne 1.

e Potega o wyktadniku catkowitym ujemnym: jesli a € R\ {0} orazn € N, to a™™ = .

e Potega o wyktadniku wymiernym postaci . Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista
nieujemna oraz niech n € N. Liczbe ar definiujemy jako takg nieujemna liczba b, ze
b™ = a. Liczbe b nazywamy réwniez pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby a i piszemy

b= a.

e Potega o wyktadniku wymiernym postaci £. Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista
dodatnig oraz niech q € Q jest postaci q = £, gdzie k € Z oraz n € N. Wtedy a9 =
k) 1

Tl.

a%:(a

o Potega o wykladniku rzeczywistym. Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywista dodatnig
i r6zng od 1 oraz niech x € R. Potegq liczby a o wyktadniku x, tj. a*, nazywamy liczbe
b, ktéra dla dowolnych liczb wymiernych p, q takich, ze p < x < ¢ spetnia warunek:
aP <b<al,gdya>1,0oraza <b<aP,gdy0 < a <1 Wprzypadku, gdy a =1,
przyjmujemy a* = 1 dla kazdego x € R.



WeasNoScI DzIALAN NA POTEGACH. Dla dowolnych a,b € (0, +00) oraz dowolnych x,y € R

zachodza nastepujace wzory:

e a¥-qa¥ =a""y, e (a-b)*=a*-b¥,
e a¥:a¥ =a¥y, o (&) =g,
e a X=1L1 o (a¥)¥ = a™v.

Funkcja wykeapnicza nazywamy funkcje f: R — (0, +00) dang wzorem f(x) = a*, gdzie

a € (0,1) U (1,+4o00) jest ustalong liczbg rzeczywista.

Y a>1 ae(0,1) y

Weasnoscr FuNkcyt wykeaDNICzE]. Dla kazdej wartosci podstawy a € (0,1) U (1, +o00) funkcja
wyktadnicza x — a* jest bijekcja zbioru R na (0, +-00). Ponadto, gdy a > 1, to funkgcja ta jest
rosnaca, a gdy a € (0, 1), to jest malejaca.

Derinicja tocgaryTMU. Niech a oraz b bedg dodatnimi liczbami oraz niech a # 1. Logarytmem

z liczby b przy podstawie a nazywamy liczbe c spetniajagca rownanie a® = b; piszemy wtedy
c =log .

LOGARYTM DZIESIETNY I NATURALNY. Logarytmem dziesietnym nazywamy logarytm o podstawie

10, tj. log,, a. Czesto logarytm taki oznaczamy symbolem log a (bez pisania podstawy).
Logarytmem naturalnym nazywamy logarytm o podstawie e, tj. log, a. Liczba niewymierna
e jest, obok 7, jedng z najbardziej znanych statych matematycznych i wynosi ok. 2,7182.
Logarytm naturalny z liczby a oznacza si¢ czesto symbolem In a.

Weasnoscr LocaryrMow. Dla dowolnych a, aj, ap, b, by, b, € (0, 4+00) takich, ze a, a;, a, # 1

oraz dowolnego k € R zachodza nastepujace wzory:

e log 1=0, e log b*=klog b,
e log (by-by) =log by +log by, ° loga1 b= Egg“z:l,
e log (b :by) =log, by —log by, o al°8.? =D,

Funkcjs LogaryTMICZNA nazywamy funkcje f: (0,+00) — R postaci f(x) = log_x, gdzie

a # 1 jest ustalong dodatnig liczbg rzeczywista. Okazuje sig, ze funkcja logarytmiczna
x — log  x jest funkcjg odwrotng do funkcji wyktadniczej x — a*.



a>1

ae(0,1)

WrasNnoSct FUNKC]T LoGARYTMICZNE]. Dla kazdej wartoéci podstawy a € (0,1) U (1, +o0) funk-
cja logarytmiczna x — log _ x jest bijekcjg zbioru (0, +-00) na R. Ponadto, gdy a > 1, to funkcja
ta jest rosnaca, a gdy a € (0, 1), to jest malejaca.

/. ADANIA

Zadanie 11.1. Udowodnij, ze v/2 jest liczba niewymierna.

Zadanie 11.2. Upro$¢ nastepujgce wyrazenia

(@) 270> 9a* (d) 6a°b® 15a%b’
20b° * 1202’ 8c3d4 * 4ctds
Ly 254t 5a° atd*\"? [c2a7?\ 7
() Tgot * 97 © \%5er) \aw2) -
© 9a%b°  12a*b’ 0 a b\ et ?
10c*d® * 5c2d?”’ c2d—3 “\ad®/

Zadanie 11.3. Rozwazmy zbiér A = {av2+bV3: a,b € Q}. Wykaz, ze w zbiorze A nie
jest wykonalne mnozenie, tzn. nieprawda jest, ze iloczyn dowolnych elementéw ze zbioru A
rowniez nalezy do zbioru A.

Zadanie 11.4. Pokaz, ze jezeli f: R — (0, +00) jest funkcja wyktadniczg, to f(2x) + f(2y) >
f(x +y) dla dowolnych x,y € R.

2a X .

Zadanie 11.5. Funkdja f: R — (0, +00) okreslona wzorem f(x) = (2%)" jest rosngca. Jakg
liczbg jest a?

Zadanie 11.6. Rozwiagz réwnanie wykladnicze

(a) 85 = 1. (¥2)"> (d) 3-9*—28-3*+9=0,
(b) & .35 = (8) 7, () (V6—B)™ = (v6+v5)™"
(c) 2-16—17 - 4* +8 =0, ) (V3+v2)" = (V3-v2)™,



(g) 23x . 727x — 14x+1’

(h) 152x+4 — 33x . 54x74.

Zadanie 11.7. Rozwigz réwnanie [3* — 3| = —x? 4+ 2x — 1.

Zadanie 11.8. Rozwigz nieréwno$¢ wyktadnicza

(a) 5-20% —10%" >0,
(b) 2-18 —6X*1 < (,
(c) 421 —-5.242 <0,

(d) 4*—3.2+1 18 <0,

(e) 5¥13 —5.7 1 <20.7 1
(f) 2x+2 _ 5x+1 > 20 - 5
(g) (x*—4x+4) <1,

(h) (x2 —6x+9)*"3 < 1.

Zadanie 11.9. Rozwigz réwnanie 3% + 3% 4 3% 4 ... = 1.

Zadanie 11.10. Oblicz

(a) log, 16, (d) log, o,

(b) log,27, () logy, 3,
(c) logs 5, (f) logys <,
Zadanie 11.11. Upro$¢ wyrazenia
(a) 2log,6 —log,9,
(b) log, 15 + log% 5 +log, 25,

(c) log,(9"%7),

(j) log 6v/6,
(k) log,1,

(1) log, 1.

(8) loggs2,
(h) log 53,

(i) logs5V/5,

(d) log,3-log,4,
(e) 10g5(9log35) _4log27,

(f) log s/ 121 - log,, V3.

Zadanie 11.12. Ktéra z liczb jest wigksza log, 7 czy log, 2? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 11.13. Oblicz log,, /2 wiedzac, ze log, b = —1.

Zadanie 11.14. Udowodnij, ze liczba 517'% ma 272 cyfry. (Wskazéwka: skorzystaj z faktu, ze

log 517 ~ 2,71349.)

Zadanie 11.15. Czym r6zni si¢ wykres funkgji f(x) = log, x* od wykresu funkgji g(x) =

2log, x?

Zadanie 11.16. RozwiaZz réwnanie logarytmiczne

(a) log,(2x—1) =1,
(b) log,(7x —5) =2,

(c) log(3x +4) +log(x +8) =2,
(d) log(2x + 14) + log(x + 12) = 3,

(e) log, ,(x*+%x*) =3,

(f) log, (x> —x*) =3,

(g) logix —log,x*+2 =0,
(h) logix+1log, 1 —2=0,
(i) xB% — 100x,

() xlos2x = 4x.



Zadanie 11.17. RozwigZz réwnanie
(a) X210g2 _ zlogx — 2’ (b) Xlog7 + 7logx —98.

Zadanie 11.18. Dla jakich warto$ci parametru m > 0 réwnanie

log(mx)
log(x +1)

ma doktadnie jedno rozwigzanie?

Zadanie 11.19. RozwiaZ nieréwnos¢ logarytmiczng

(a) log,x +log,(x +1) <1,

(b) log, x+log%(x— 1) > -1,
(c) log,(x —1) —log,(x +1) < 2,

(d) log,(x +3) —log,(x —1) > 1,

(f) logglogyx < },

(g) log% x +2log,x < 3,
(h) log% x +2logsx > 3

(i) logix —5log,x +6 > 0,

(j) logix —4log,x +3 > 0.

(e) log, log%(x +11) >0,
Zadanie 11.20. Rozwiaz nier6wnos¢ log(bﬁx2 | (2x +4) < 0.

Zadanie 11.21. Rozwigz nierd6wnos¢ logx(x3 — }Ix) <L

RozwiazaNia

11.1. Przypuséémy nie wprost, ze V2 € Q, tzn. istnieja takie liczby naturalne p i q, ze V2 = %.
Zauwazmy, ze mozemy zatozy¢, ze utamek % jest nieskracalny, tzn. NWD(p, q) = 1. Podnoszac
ré6wnoéé v2 = % do kwadratu, otrzymujmy 2 = E—i. Skad p? = 2q%. Oznacza to, ze liczba p?
i w konsekwencji réwniez p jest parzysta. Istnieje wiec n € N takie, ze p = 2n. Podstawiajac
te rownosé do p? = 2q?, dostajemy g% = 2n?. A zatem i q jest liczbg parzystg. Tym samym
NWD(p, q) > 2, co daje sprzecznoé¢. Liczba V2 musi by¢ wiec niewymierna.

11.2. (a)

20b% " 12b2 2003 9a*  20-9 5

(b)

25a* E _ 25a* . 9L’3 _ 259 R B 5 o lp!
18b% " 9b3 18b4 5ab 18-5 2

10c4d® * 5c2d2 ~ 10c*d3 12447 10-12
_ 4
~ 120

9a%b° 12a*b”  9a®b® 5c%d? 9-5 Q4 T 2t 2l

a2b—2c—2d—l — % azb—zc—zd—l



(d)

8c3d* © 4ctde 8c3d* 15a%b” 8-15

= — .’ 1c'd? = = a®b1cd?

(e)

6 3—4\ —2 _231-3\ —3
<ab‘3dc4> : <Ca4bd—2> = (a4 7 (et 2a Y
=a

12—12b—6—(—6)c8—6d8—9 — aObOCZd—l _ CZd—l

()

—1R4\ 2 —41.3\ 3
<22d1_33> : <(i1d136> = (a_lb‘Lc_zd3)72 : (@ b3c*d®) -
— (a®b8¢4d %) : (a®b9c124718)
_ 238 (—9) 412 4—6—(~18)

= a tbc8a?

11.3. Zauwazmy, ze V2,V/3e€A,bovV2=1-v24+0-v3o0razvV3=0-v2+1-3. Pokazemy, ze
V6 = V2 -V/3 ¢ A. Przypusémy nie wprost, ze /6 € A, tzn. istniej takie liczby a,b € Q, ze
V6 = av2+bv/3. Wtedy 6 = (av2+bv/3)? = 2a%4+2ab/6+3b?, czyli 2abv/6 = 6—2a2—3b? € Q.
Oznaczato,ze ab =0,czylia =0lubb =0.Jezelia =0,to 6 = 3b2, skad b = +v/2 ¢ Q. Jezeli
natomiast b = 0, to 6 = 2a?, skad a = +v/3 ¢ Q. Zaréwno w jednym jak i w drugim przypadku
dochodzimy do sprzecznosci. Zatem niemozliwe jest, by v/6 = av/2+b+/3 dla pewnych a,b € Q.
Innymi stowy, liczby V2,3 naleza do zbioru A, ale ich iloczyn V6 juz nie.

11.4. Skoro f jest funkcjg wykfadnicza, to jest ona postaci f(x) = a* dla pewnego a € (0,1) U (1, 4+o0).
Wtedy dla dowolnego x,y € R mamy

f(2x) + f(2y) — f(x +y) = a®* + a®¥ — a*1Y
> (a¥)? —2a*a¥ + (a¥)?

= (a*—aY)? >0.
Stad f(2x) + f(2y) > f(x +y) dla dowolnych x,y € R.

11.5. Funkcja wykfadnicza jest rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy jej podstawa jest wieksza od 1. Zatem
funkgja f z zadania bedzie rosnaca, gdy parametr a bedzie spetniat nieréwnosé

2a

> 1.
a+1

Dziedzing tej nieréwnoSci jest zbidr liczb rzeczywistych z wylgczeniem —1. Przeksztalcajac
wyrazenie, otrzymujemy:

2a 1_2a—(a—|—1)_a—1
a+1  a+1 a4l



Nieréwnos¢ przyjmuje wigc postac:
a—1
a+1

Zapisujac wyrazenie wymierne w postaci iloczynu otrzymujemy nieréwnosé¢ kwadratowq

> 0.

(a—1)(a+1)>0,
ktérej rozwigzaniem jest zbiér liczb spetniajagcych warunek
a€ (—oo,—1)U(1,+00).

Uwzgledniajac dziedzine nieréwnosci wymiernej

2a
a+1

>1,
stwierdzamy, ze funkgja f jest rosngca dla parametréw

a € (—oo,—1) U (1, +00).

11.6. (a) Naszym celem jest rozwigzanie réwnania wyktadniczego

6—5
grs_ 1 (vZ)
8\ 4 '

Najpierw zapiszmy wszystkie liczby w postaci poteg liczby 2:

Q — 273/2
8 4 ’

Po podstawieniu otrzymujemy
(23)3x75 _ 273 . (27%)67576‘
Upraszczajac wykladniki, dostajemy
99x—15 _ p—12+%x
Poniewaz podstawy poteg sa réwne, mozemy poréwnac wykltadniki i w konsekwencji
otrzymujemy réwnanie liniowe

I9x —15=-12+ 1?57@

ktérego rozwigzaniem jest x = 2. Zatem rozwigzaniem réwnania wykladniczego

6—5
gxs_ 1 [V2 )
“8'\ 4 '

jest x; = 2.
(b) Naszym celem jest rozwigzanie réwnania wyktadniczego

—2x
i X 32X+1 — @
27 3 '



(c)

Najpierw zapiszmy wszystkie liczby w postaci poteg liczby 3:

L _,s V3 372 o ip

o7 — 33 i -
¥ 27 3 31

Po podstawieniu otrzymujemy

373 . 32X+1 — (371/2)72)6.

Upraszczajac wykladniki, dostajemy

373+2x+1 — 3%

Poniewaz podstawy poteg sa réwne, mozemy poréwnaé wyktadniki:
—3+2x+1=x

Rozwigzujac to réwnanie liniowe, otrzymujemy x = 2. Zatem rozwigzaniem réwnania

—2x
i . 32X+1 — <\/§>

wykladniczego

27 3
jest xq = 2.
Rozwazamy réwnanie wykladnicze
2-16*—17 -4+ 8=0.
Zauwazmy, ze 16 = 42, dzieki czemu réwnanie mozna zapisaé jako
2. ()X —17-4+8=0,
czyli
2. (4%)?%—17 -4 +8=0.

Wprowadzamy teraz nowa zmienng, przyjmujac t := 4*. (Zauwazmy, ze wtedy t > 0.)
Wéwczas mozemy przeksztalci¢ rownanie wykladnicze w réwnanie kwadratowe

2t2 - 17t + 8 = 0.

Obliczamy wyréznik: A = (—17)? —4 -2 -8 = 289 — 64 = 225. Stad VA = 15. Pierwiastki
rownania kwadratowego to

L _17-15 1 L 17415

1=—F ~ 3 2= <

Wracamy teraz do zmiennej x:

8.

1
4% = E lub 4* = 8.
Zapisujac liczby w postaci poteg liczby 2, otrzymujemy
2 =271 b 2 =23
Ostatecznie réwnanie wyktadnicze

2-16*—17-4*+8=0.

ma dwa rozwigzania: x; = —% oraz xp = %

8



(d) Rozwazamy réwnanie wykladnicze
3-9%—28-3"+9=0.
Zauwazmy, ze 9 = 3?, dzieki czemu réwnanie mozna zapisaé jako
3-(3%)*—28-3+9=0,
czyli
3-(3%)2—-28-3*+9=0.

Wprowadzamy teraz nowa zmienng, przyjmujac t := 3*. (Zauwazmy, ze wtedy t > 0.)
Wéwczas mozemy przeksztalcié rownanie wyktadnicze w réwnanie kwadratowe

3t* — 28t +9 =0.
Obliczamy wyréznik: A = (—28)? —4-3-9 = 784 — 108 = 676. Stad VA = 26. Pierwiastki
réwnania kwadratowego to
¢ _28-2 1 ¢ 28426
1= = T3 2= T =
Wracamy teraz do zmiennej x:

9.

3":% lub 3*=09.
Zapisujac liczby w postaci poteg liczby 3, otrzymujemy
3*=3" lub 3*=3
Ostatecznie réwnanie wyktadnicze
3.-9¥—-28-34+9=0
ma dwa rozwiagzania: x; = —1 oraz x; = 2.

(e) Rozwazamy réwnanie wykladnicze
(V6 \@)Hx — (V6 + \@)2x+2.
Zauwazmy, ze liczby v/6 — v/5 oraz v/6 + /5 s3 wzajemnie odwrotne, poniewaz
(V6—V5)(Ve++v5)=6—-5=1,

a wiec

1
Ve—Vo=

Podstawiajgc to do réwnania, otrzymujemy

< 1 >7+X_ (\/8+\/§)2X+2
V6 +1/5 ’
skad
(\@ i \@)7(7+x) _ (\/6 + \(5)2x+2‘
Poniewaz podstawy poteg sg jednakowe i dodatnie, mozemy poréwnac wyktadniki. Otrzy-
mujemy réwnanie liniowe
—(74+x) =2x+2,

ktérego rozwigzaniem jest x = —3. Zatem réwnanie wykladnicze

(\/6_\/5)7-0-)(: (\/6+\@)2x+2

ma jedno rozwigzanie x; = —3.



(f) Rozwazamy réwnanie wyktadnicze
(V3+v2)1 7% = (V3—v2) ™ .
Zauwazmy, ze liczby V3 ++V2oraz /3253 wzajemnie odwrotne, poniewaz

(V3+v2)(V3-v2)=3-2=1,

a wiec

1
V3-V2= e

Podstawiajac to do réwnania, otrzymujemy
\/‘ \/‘ 11 1 -l
v ()
( ) V3+42

skad
(V3+v2)'" ™ = (V3+v2)

Poniewaz podstawy poteg sa jednakowe i dodatnie, mozemy poréwnac wyktadniki. Otrzy-
mujemy réwnanie liniowe
11 —x=-—(3x—1),

ktérego rozwigzaniem jest x = —3. Zatem rownanie wyktadnicze
(\/§+ \/E)llfx _ (\/é_ \/E)Sxfl

ma jedno rozwigzanie x; = —5.

(g) Rozwazamy réwnanie wykladnicze

23X i 72—X — 14X+1.

Zauwazmy, ze 14 = 2 - 7, dzieki czemu
14X+1 — (2 . 7)X+1 — 2X+1 X 7X+1.

Podstawiajac to do réwnania, otrzymujemy

237( . 7277( — 2X+1 . 7X+1'

Porzadkujemy wyrazenia z tymi samymi podstawami, przenoszac je na przeciwne strony

réwnania. Dostajemy
23x7 (x+1) _ 7x+17 (2—x)

czyli
22X71 — 72X71.

Poniewaz podstawy poteg sa rézne, rownos¢ ta jest mozliwa tylko wtedy, gdy wyktadnik
jest rowny zeru, tzn. 2x — 1 = 0. Rozwigzujac to réwnanie liniowe, otrzymujemy: x = %
Zatem rownanie wykltadnicze

23X . 72—X _ 14X+1

ma jedno rozwigzanie x; = %

10



11.7.

11.8.

(h) Rozwazamy réwnanie wykladnicze

152X+4 — 33X i 547(74.

Zauwazmy, ze 15 = 3 - 5, dzieki czemu

152X+4 — (3 . 5)2X+4 — 32X+4 . 52X+4‘

Podstawiajac to do réwnania, otrzymujemy

32X+4 . 52X+4 — 33X . 54X—4

Porzadkujemy wyrazenia z tymi samymi podstawami, przenoszac je na przeciwne strony

rOwnania. Dostajemy
32x+473x — 54x747 (2x+4)

7

czyli
37X+4 — 52X78 .

Poniewaz podstawy poteg sg rézne, réwnos¢ ta jest mozliwa tylko wtedy, gdy wyktadniki
sa rowne zeru, tzn. —x + 4 = 0 oraz 2x — 8 = 0. W obu przypadkach otrzymujemy to samo
rozwigzanie: x = 4. Zatem réwnanie wyktadnicze

152X+4 — 33X . 547(74

ma jedno rozwigzanie x; = 4.

RozwaZamy réwnanie
|3 — 3| = —x? +2x — 1.

Najpierw zauwazmy, ze x> — 2x + 1 = (x — 1)2. Powyzsze réwnanie mozna wiec przeksztalci¢
do nastepujacej postaci
|3 — 3| = —(x — 1)2.

Lewa strona réwnania jest zawsze nieujemna, natomiast prawa strona przyjmuje wartoSci nie-
ujemne tylko wtedy, gdy x = 1. Oznacza to, ze jedynym kandydatem na rozwigzanie jest x = 1.
Sprawdzmy to! Dla x = 1 mamy |31 —3| =3 —3| = 0| = 0 oraz —(1 — 1)? = 0. Zatem istotnie
x1 = 1 jest rozwigzaniem réwnania

I3 — 3| = —x% +2x — 1.

(a) Rozwazamy nieréwnos¢ wyktadnicza
5-20* — 10" > 0.
Zauwazmy, ze 20 = 2 - 10, dzigki czemu mamy
20% = (2-10)* = 2% - 10~.
Podstawiajac to do nieréwnosci, otrzymujemy
5.2%.10* —10-10* > 0.
Wyltaczajac wspdélny czynnik 5 - 10* przed nawias, upraszczamy nieréwnos¢ do postaci:

5.-10%(2* —2) > 0.
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(b)

Poniewaz 5 - 10 > 0 dla dowolnego x € R, mozemy podzieli¢ przez ten czynnik, nie
zmieniajac zbioru rozwigzan: powyzszej nieréwnosci. Otrzymujemy

2% > 2.

Opuszczajac podstawe (ktéra jest wieksza od 1), kierunek nieréwnosci pozostaje niezmie-
niony, stad x > 1. Zatem rozwigzaniem nieréwnosci wyktadniczej

5.20— 10Tt >0

jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych spetniajagcych warunek x > 1.

Rozwazamy nieréwno$é wyktadniczg
218 —6 "1 <.
Zauwazmy, ze 18 = 3 - 6, dzieki czemu mamy
18* = (3-6)* =3%-6".
Podstawiajac to do nieréwnosci, otrzymujemy
2.3%.6°—6-6 <0.
Wytaczajac wspdlny czynnik 2 - 6* przed nawias, upraszczamy nieréwnos¢ do postaci:
2.6°(3¥—=3) <0.

Poniewaz 2 - 6 > 0 dla dowolnego x € R, mozemy podzieli¢ przez ten czynnik, nie
zmieniajac zbioru rozwigzan nieréwnosci. Otrzymujemy

3*—-3<0.

Opuszczajac podstawe (ktéra jest wieksza od 1), kierunek nieréwnoéci pozostaje niezmie-
niony, stad
3¥<3 = x<L

Zatem rozwigzaniem nieréwnosci wyktadniczej
218 -6 <0

jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych spetniajacych warunek x < 1.

Rozwazamy nieréwno$é wyktadnicza
43 5.2% 42 <0,
Najpierw przeksztal¢my wyrazenie 4%+3 tak, by wszystkie potegi miaty te sama podstawe:
4+ — (22)x+% — 22+l _ o (p¥)2,
Podstawiajac to do nieréwnoéci, otrzymujemy:

2.(2%)2 =52 4+2 <.
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(d)

Wprowadzamy teraz nowa zmienng, przyjmujac t := 2*. (Zauwazmy, ze t > 0.) Wéwczas
nieréwno$¢ wyktadnicza sprowadza si¢ do nieréwnosci kwadratowe;:

22 —5t+2 < 0.

Obliczamy wyréznik: A = (—5)2 —4-2-2 = 25— 16 = 9. Stad VA = 3. Pierwiastkami
wielomianu 2t? — 5t 4 2 sq wiec

5-3 1 543

tHH=—7 =2, t 2.
! 2 2 4

Poniewaz wspélczynnik przy wyrazeniu t? jest dodatni, ramiona paraboli sg skierowane
ku gérze. Stad rozwigzaniem nieréwnosci

2t —5t+2 < 0.
jest przedziat

1
- <t<2
2< <

Powracajac do zmiennej x, otrzymujemy
% <2* <2
Zapisujac obie strony w postaci poteg liczby 2, mamy
271 <2x <2,
skad —1 < x < 1. Rozwigzaniem nieréwnoséci wykladniczej
£ 5.2 42 <0
jest wiec zbiér wszystkich liczb x spetniajacych warunek
x e (—1,1).
Rozwazamy nieréwno$¢ wykladniczg
4 —3. 271 +8<0.
Najpierw przeksztalémy wyrazenie 4* tak, by wszystkie potegi mialy te samg podstawe:
4% — (22)¢ = (2¥)2.
Podstawiajgc to do nieréwnosci, otrzymujemy:
(2¥)>—3- 21 +8 <.
Zauwazmy, ze 2XT1 = 2. 2%, wiec:
(2¥)2—=3.2.2+8<0,

czyli
(2¥)2—6-2+8 <0.
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(e)

Wprowadzamy nowa zmienng t := 2*. Wéwczas nieréwnoé¢ wykltadnicza sprowadza sie
do nieréwnosci kwadratowe;:
t? —6t+8 <0.

Obliczamy wyréznik: A = (—6)2 —4-1-8 = 36 — 32 = 4. Stad VA = 2. Pierwiastkami
wielomianu t? — 6t 4 8 sg wiec

6—2 6+2
t === =2, t2:%=4.

Poniewaz wspétczynnik przy wyrazeniu t? jest dodatni, ramiona paraboli s skierowane
ku gérze. Stad rozwigzaniem nieréwnosci

?2—6t+8<0

jest przedziat
2<t<4

Powracajac do zmiennej x, otrzymujemy
2<2° <4
Zapisujac obie strony w postaci poteg liczby 2, mamy
2t <2¥ <22,

skad
1<x<2.

Rozwigzaniem nieréwnosci wykladniczej
4 —3.2"14+8<0
jest wiec zbiér wszystkich liczb x spetniajgcych warunek
x € [1,2].

Rozwazamy nieréwno$é wyktadnicza

5 —5.77 1 <2077,
Najpierw przenieSmy wyrazy zawierajgce 7% !l na prawg strone:

513 <207 1 45. 7%,

co daje
5X3 < 25.7 71,

Nastepnie dzielimy obie strony nieréwnosci przez 25 -7~ *~1. Mozemy to zrobi¢ bez obawy
o zmiane kierunku nieréwnosci, bowiem 7 *~! > 0 dla wszystkich x € R. Otrzymujemy

wowczas
5x+3

T < 1.

Upraszczajac lewq strone, mamy

5X+1 . 7X+l < 1,

14



()

(g)

czyli
(5.7 < 1.

Zapisujac prawg strone jako potege liczby 35, otrzymujemy
351 <35,
skad x +1 < 0. Rozwigzaniem nieréwnosci wyktadniczej
5x+3 _5.7x-1 _ 9. 7—x1

jest wiec zbiér
x € (—oo,—1).

Rozwazamy nieréwno$é wyktadnicza
2X+2 - 5X+1 2 20 - 5X-
Najpierw przenieSmy wyrazy zawierajgce 5* na prawa strone:
2X+2 > 5X+1 +20- 5%

co daje
2¥+2 > 25.5%,

Nastepnie dzielimy obie strony nieréwnoéci przez 5* 2. Mozemy to zrobi¢ bez obawy o
zmiane kierunku nieréwnosci, bowiem 5*2 > 0 dla wszystkich x € R. Otrzymujemy

wowczas
2x+2

5x+2 Z

x+2
3

Zapisujac prawg strong jako potege liczby Z, otrzymujemy

6 =)

Poniewaz % < 1, opuszczajac podstawy musimy pamietac o zamianie kierunku nieréwnosci.

Upraszczajac lewa strone, mamy

Mamy wigc
x+2<0.

Rozwigzaniem nieréwnosci wykladniczej

2X+2 o 5X+1 > 20 - 5%

jest zbidr
x € (—oo, —2].

Rozwazamy nieréwnosé
(x* —4x + 4t < 1.

Najpierw zauwazmy, ze x> — 4x + 4 = (x — 2)? > 0. Nieréwno$¢ przyjmuje wiec postaé
[x— 22" < [(x—2)7]".
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Rozwazamy teraz trzy przypadki w zaleznosci od wartosci podstawy (x — 2)2.

Przypapex I: (x — 2)? = 1. Ma to miejsce dla x = 1 lub x = 3. Wéwczas
[(X . 2)2] x+4 _ 1,

a to oznacza, ze dla wartosci x = 1 i x = 3 wyjéciowa nieréwnos¢ nie jest spelniona.

Przypapex II: (x —2)2 < 1. Sytuacja ta ma miejsce, gdy —1 < x—2 < 1, tzn. gdy 1 < x < 3.
Poniewaz (x —2)? < 1, opuszczajac podstawy w

[(x —2)?] o [(x— 2)2}0
musimy obroci¢ kierunek nieréwnosci. Otrzymujemy zatem
x+4>0,

skad x > —4. Biorgc pod uwage, ze w tym przypadku rozwazamy jedynie te wartosci
x, ktére spetniajg nieréwnoséé 1 < x < 3, ostatecznym rozwigzaniem tej czesci jest zbior
x € (1,3).

Przypapek III: (x — 2)? > 1. Sytuacja ta ma miejsce, gdy x —2 > 1lub x —2 < —1, tzn. gdy
x € (—00,1) U (3, +00). Poniewaz (x —2)? > 1, opuszczajac podstawy w

[x— 22" < [(x—2)7])°
nie obracamy kierunku nieréwnosci. Otrzymujemy zatem
x+4<0,

skad x < —4. Biorac pod uwagg, ze w tym przypadku rozwazamy jedynie te wartosci x,
ktére spelniajg warunek x € (—oo,1) U (3, +00), ostatecznym rozwigzaniem tej czesci jest
zbiér x € (—oo, —4).

Laczac wszystkie przypadki, stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci
(X2 —4x +4) M <1

jest zbidr x € (—oo0, —4) U (1,3).

Rozwazamy nier6wnos$¢
(x> —6x4+9)*3 < 1.

Najpierw zauwazmy, ze x> — 6x + 9 = (x — 3)? > 0. Nier6wnos¢ przyjmuje wiec postac
[(x =327 < [(x—3)7)".
Rozwazamy teraz trzy przypadki w zaleznosci od wartosci podstawy (x — 3)2.
Przypapex I: (x —3)2 = 1. Ma to miejsce dla x = 2 lub x = 4. Wéwczas
[(x—3)7]*" =1.
Oznacza, ze dla wartosci x = 2 i x = 4 wyjéciowa nieré6wnos¢ jest spetniona.

Przyprapex II: (x — 3)% < 1. Sytuacja ta ma miejsce, gdy —1 < x —3 < 1, tzn. gdy 2 < x < 4.
Poniewaz (x —3)% < 1, opuszczajac podstawy w

[(x =372 < [(x—3)3]°
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musimy obroci¢ kierunek nieréwnoéci. Otrzymujemy zatem
x+3>0,

skad x > —3. Bioragc pod uwage, ze w tym przypadku rozwazamy jedynie te wartosci
x, ktére spetniajg nieréwnos¢ 2 < x < 4, ostatecznym rozwigzaniem tej czesci jest zbior
x € (2,4).

Przypapex III: (x — 3)2 > 1. Sytuacja ta ma miejsce, gdy x —3 > 11ub x — 3 < —1, tzn. gdy
x € (—00,2) U (4, +00). Poniewaz (x — 3)? > 1, opuszczajac podstawy w

[(x—3)2"° < [(x—3)7]°
nie obracamy kierunku nieréwnosci. Otrzymujemy zatem
x+3 0,

skad x —3. Biorgc pod uwagg, ze w tym przypadku rozwazamy jedynie te wartosci x,
ktore spelniajag warunek x € (—o0,2) U (4, 4+00), ostatecznym rozwigzaniem tej czesci jest
zbiér x € (—oo, —3].

Laczac wszystkie przypadki, stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci
(x2—6x+9)*" <1
jest zbidr x € (—oo, —3] U [2,4].
11.9. Zanim przejdziemy do rozwigzania zadania przypomnijmy, Ze szereg geometryczny
a; +apq +a1q2+a1q3+...

zbiega, jedli [q| < 1. Wéwczas jego suma wynosi:

a

S:1—q'

Rozwazmy teraz rOwnanie
1
F I 4=
Zauwazmy, ze po lewej stronie nieréwnosci wystepuje szereg geometryczny o pierwszym
wyrazie a; = 3% i ilorazie q = 3*. Bedzie on zbiezny, gdy |q| < 1, czyli dla x < 0. Oznacza to, ze

dziedzing rozwazanego réwnania jest zbiér D = (—o0, 0).

Sumujac lewq strone réwnania

1
B4 4=,
otrzymujemy
3 1

1-3x 2

Stad
2.3*=1-3"

i w konsekwencji

3-3*=1.
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Zapisujac obydwie strony jako potegi liczby 3, dostajemy

3X+1 — 30
skad x = —1 € D. Oznacza to, ze réwnanie
AN S PR

2
posiada jedno rozwigzanie x; = —1.
11.10. (a) log,16 =4,bo2* =16
(b) logs27 =3,bo 3% =27

(c) logs 5 =—2,bo52=1% =1L

5

(d) log, & =-3,bod 3 =L =24
1 1 _1 1 1
(e) log,; 5 =—3,b02773 = T =3
1 1 -1 1 1

(g) logaz2=3,bo (V2)3 =2

(h) log 53 =2,bo (v3)*=3

i) log:5v5 = 3,bo 53 =5!+2 =5.51 =5,/5
85 2

j) log, 6v/6 = %,b063 =635 =665 =676

) 86 3

(k) log,1=0,bo7°=1

(1) log;1=0,bo3° =1

11.11. (a)
2log, 6 —log, 9 = log, 6 — log, 9 = log, 36 — log, 9 = log, 4 = 2

(b)

log% 25 log% 25
log% 15+ log% 5 +1log, 25 = log% 15+ log% 5+ log: 3 = log%(15 -5) + —I
3
75
= log% 75 —log% 25 = log% 5= log% 3=-1

1
log7(91°g37) = (log,7) -log, 9 = (log,7) - 0839 =log;9=2
log, 7

_log33 2 1 B
log, 3 -log, 4 = log, 2 -log, 2 —@ -2log,2 =2

10g5(910g35) . 410g27 — 10g5(3210g35) . 2210g27 — 10g5(3log352) . 210g2 72

=logs(5%) -7 =2-49 =98
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()
log,, 121 1 2 1
log 55 121 - logy; V13 = —21—"— . log;, 137 = ;——— - ~log;; 13 =5
8513 811 log,, 13} &1 %logu 13 2 811
11.12. Z faktu, ze funkcja logarytmiczna o podstawie wiekszej od 1 jest rosngca wynika, Ze
log,7 >log,2 =1=1og,7 > log, 2.

3
2

11.13. Z tresci zadania wiemy, ze log b = —%. Zatem a2 = b, skad ab = y/a oraz \/% —qi = Va2
W konsekwendji log 1, \/§ = log 4 va

11.14. Z tredci zadania wiemy, ze

NI

3
=3.

100 __ qlog5171% _ 1 ~100-log517 _ 1n271,349
517" =108 =10 g ~ 10 .

Zatem 10?71 < 5171% < 10?72, Oznacza to, ze liczba 517'%° ma 272 cyfry.

11.15. Mamy D¢ = R \ {0} oraz D4 = (0, 4+-00). Ponadto

1Y Y

x!
x!

11.16. (a) Zaczniemy od okreslenia dziedziny réwnania. Przypomnijmy, ze funkcja logarytmiczna
jest poprawnie zdefiniowana jedynie dla argumentéw dodatnich. W naszym przypadku
dziedzing réwnania

1
log,(2x —1) = =
ogs(2x—1) = 5
jest zatem zbiér D = (%, +00).
Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Korzystajac z defi-

nicji logarytmu, otrzymujemy
42 =2x -1,

skad
2x = 3.

I'w konsekwencji x = % € D. Zatem réwnanie

1
log,(2x — 1) = 5

3

posiada jedno rozwigzanie x; = 5.
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(b)

(c)

Zaczniemy od okreslenia dziedziny réwnania. Przypomnijmy, Ze funkcja logarytmiczna
jest poprawnie zdefiniowana jedynie dla argumentéw dodatnich. W naszym przypadku
dziedzing réwnania

log,(7x —5) =2

jest zatem zbi6r D = (2, +00).

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Korzystajac z defi-
nigji logarytmu, otrzymujemy
3 =7x—5,

skad
7x =14.

I'w konsekwencji x = 2 € D. Zatem réwnanie
log,(7x —5) =2

posiada jedno rozwigzanie x; = 2.

Réwnanie
log(3x +4) +1log(x +8) =2

jest poprawnie okreslone jedynie dla tych liczb rzeczywistych x, ktére jednoczesnie spetniaja
nastepujace dwa warunki

3x+4>0 oraz x-+8>0.

Dziedzing réwnania jest wiec zbior

D= (%,—i—oo) N(—8,+o0) = (%,—l—oo).

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Korzystajac z wia-
snosci logarytmow, otrzymujemy

log[(3x +4)(x+8)] =2,

skad
(3x +4)(x + 8) = 10°.

Po uporzadkowaniu wyrazéw, otrzymujemy réwnanie kwadratowe
3x* 4 28x — 68 = 0.

Obliczamy wyréznik: A = 282 — 4 -3 - (—68) = 1600. Zatem v/A = 40. Pierwiastkami
rownania kwadratowego s wiec liczby

—28 — 40 34 —28 440
X1=7=—§¢D, = =

2e€D.
6

Ostatecznie réwnanie logarytmiczne
log(3x +4) + log(x + 8) =2

posiada jedno rozwigzanie x; = 2.
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(d)

(e)

Réwnanie
log(2x + 14) + log(x + 12) =3

jest poprawnie okreslone jedynie dla tych liczb rzeczywistych x, ktére jednoczesnie spetniaja
nastepujace dwa warunki

2x+14>0 oraz x+12>0.
Dziedzing réwnania jest wiec zbior
D = (—7,4+00) N (—12,400) = (-7, +00).

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Korzystajac z wia-
snosci logarytmow, otrzymujemy
log[(2x + 14)(x + 12)] =3,
skad
(2x + 14) (x + 12) = 10°.

Po uporzadkowaniu wyrazéw, otrzymujemy réwnanie kwadratowe
2x* +38x — 832 = 0.

Obliczamy wyréznik: A = 382 —4 -2 . (—832) = 1444 + 6656 = 8100. Zatem /A = 90.
Pierwiastkami réwnania kwadratowego sa wiec liczby

3890 38490
xi= 22— 3¢D, XzZT_'_:

13 e D.
1 S

Ostatecznie réwnanie logarytmiczne
log(2x + 14) + log(x +12) =3

posiada jedno rozwigzanie x; = 13.

Zaczniemy od okreélenia dziedziny réwnania. Przypomnijmy, Ze funkcja logarytmiczna jest
poprawnie okreslona jedynie dla argumentéw dodatnich. Dodatkowo podstawa logarytmu
réwniez musi by¢ dodatnia i r6zna od 1. W naszym przypadku dziedzing réwnania

logx+1(x2 +x%) =3

jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych x, ktére jednoczesnie spelniajg nastepujace trzy
warunki
x+1>0, x+1#1, xX>+x*>0.

Dwa pierwsze warunki oznaczajg odpowiednio
x>—1 oraz x#0.

Trzeci warunek wymaga osobnego rozpatrzenia. Zauwazmy, ze x> + x> = x?(x + 1). Roz-
wigzaniem nieréwnosci
X*(x+1)>0

jest zbioér x € (—1,0) U (0, +00)
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Po uwzglednieniu wszystkich trzech warunkéw otrzymujemy, ze dziedzing réwnania
logarytmicznego jest zbiér
D = (—-1,0) U (0, +o00).

Przechodzimy teraz do rozwigzania rownania
logx+1(7<2 +x3)=3
w obrebie wyznaczonej wczesniej dziedziny. Korzystajac z definicji logarytmu, dostajemy
(x+1)% = x>+ x5
Poniewaz
(x+1P°—x*—x>=(x+ 1P = x*(x + 1) = (x + 1) [(x + 1)* — %]
= (x+ 1D +2x+1—-x") = (x+1)(2x + 1),
powyzsze réwnanie przyjmuje postac
(x+1)2x+1)=0.

Stad

1
x=—1¢D oraz x:—EED.

Ostatecznie réwnanie logarytmiczne
logx+1(x2 +x%) =3

posiada jedno rozwigzanie x; = —3.

Zaczniemy od okreélenia dziedziny réwnania. Przypomnijmy, Ze funkcja logarytmiczna jest
poprawnie okreslona jedynie dla argumentéw dodatnich. Dodatkowo podstawa logarytmu
réwniez musi by¢ dodatnia i r6zna od 1. W naszym przypadku dziedzing réwnania

logX_l(x3 —x?)=3

jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x, ktére jednoczesnie spelniajg nastepujace trzy
warunki
x—1>0, x—1#1, x*—=x*>>0.

Dwa pierwsze warunki oznaczaja odpowiednio

x>1 oraz x#2.

Trzeci warunek wymaga osobnego rozpatrzenia. Zauwazmy, ze x> — x? = x?(x — 1). Roz-
wigzaniem nieré6wnosci
x}(x—1) >0

jest zbior x € (1, +00).
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(g)

S

]
v v

0 1

Po uwzglednieniu wszystkich trzech warunkéw otrzymujemy, ze dziedzing réwnania
logarytmicznego jest zbior
D =(1,2) U (2,+00).

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania
logxfl(x3 —x*) =3
w obrebie wyznaczonej wczesniej dziedziny. Korzystajac z definicji logarytmu, dostajemy
(x—1)° =x>—x2

Poniewaz
x—1P2 - —=x)=(x—1°—x*(x—1) = (x—l)[(x—l)z—xz]
=(x—1)(x*—=2x+1—x%) = (x —1)(—2x+ 1),
powyzsze rownanie przyjmuje postac
(x —1)(—2x+1) =0.

Stad
x=1¢D oraz x:%géD.

Ostatecznie réwnanie logarytmiczne
logxfl(x3 —x*) =3
nie posiada rozwigzan.
Zauwazmy, ze dziedzing réwnania
logix —log; x> +2=0
&3 &3 -

jestzbiér D = (0, +o00). Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania. Korzystajac z wtasno-
$ci logarytmu, zauwazmy, ze log, x> = 3log, x. Otrzymujemy wiec réwnanie kwadratowe
wzgledem zmiennej t = log, x:

t*—3t+2=0.
Obliczamy wyréznik tego réwnania A = (—3)2 —4-1-2 =9 — 8 = 1 oraz jego pierwiastki
3—-1 3+1
t=—F—=1, th=——=2
T2 272

Wracamy teraz do zmiennej x. Mamy
log,x =1 lublog,x = 2.

Stad x = 3! = 3lubx = 3% = 9. Obie wartoéci naleza do dziedziny D = (0, +-c0). Ostatecznie
réwnanie
(log,; x)* —log, x> +2 =0

posiada dwa rozwigzania x; = 3 oraz x, = 9.
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(h)

Zauwazmy, ze dziedzing rownania
2 1
log5x—|—log5; —2=0

jest zbiér D = (0, +00).
Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania. Korzystajac z wtasnoéci logarytmu, za-
uwazmy, ze
logs 1__ logs x.
X

Otrzymujemy wigc réwnanie kwadratowe wzgledem zmiennej t = logs x:
t?—t—2=0.

Obliczamy wyréznik tego réwnania A = (—1)2—4-1-(—2) = 1+8 = 9 oraz jego pierwiastki:
1-3 1+3

t = — = —1’ t = — =

T2 T2

Wracamy teraz do zmiennej x. Mamy

2.

logsx =—1 lub logsx =2.

Stadx =571 = % lub x = 5? = 25. Obie wartosci nalezg do dziedziny D = (0, +c0).
Ostatecznie réwnanie .
logéx—i—logS; —-2=0
posiada dwa rozwigzania x| = % oraz x; = 25.
Zauwazmy, ze dziedzing rownania

x198% — 100x

jest zbiér D = (0, +00).
Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Logarytmujac obie
strony rownania logarytmem przy podstawie 10, otrzymujemy

log (x'°8*) = log(100x),
skad
log x - log x = log 100 + log x.
Poniewaz log 100 = 2, otrzymujemy réwnanie kwadratowe wzgledem zmiennej t = log x:
t?—t—2=0.
Obliczamy wyréznik: A = (=1)2 —4-1-(—2) =1+ 8 = 9. Stad VA = 3 oraz

1— 1
S e tzz%:%:z.

Wracajac do zmiennej x, mamy

logx =—1 lub logx =2.

Zatem x = 10! = % oraz x = 10> = 100. Obie wartoci naleza do dziedziny D = (0, +00).

Ostatecznie rOGwnanie
X198 % = 100x

posiada dwa rozwigzania x; = 11—0 oraz x = 100.
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Zauwazmy, ze dziedzing rownania
xlog2x = 4x

jest zbiér D = (0, +o00).
Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Logarytmujac obie
strony réwnania logarytmem przy podstawie 2, otrzymujemy

log, (x1°g2 x) = log,(4x),
skad
log, x - log, x = log, 4 + log, x.

Poniewaz log, 4 = 2, otrzymujemy réwnanie kwadratowe wzgledem zmiennej t = log, x:
t?—t—2=0.

Obliczamy wyréznik: A = (—=1)2 —4-1-(—2) =1+8 =9. Stad VA = 3 oraz

1-3 1+3
=5 =1, Q:4§f:z

Wracajac do zmiennej x, mamy
log,x =—1 lub log,x =2.
Zatem x = 27! = ] oraz x = 22 = 4. Obie wartosci naleza do dziedziny D = (0, +00).

Ostatecznie rOwnanie
xlog2 % — 4

posiada dwa rozwigzania x; = % oraz x, = 4.
Zauwazmy, ze dziedzing rownania

XZlogZ _ 2logx -9
jest zbiér D = (0, +o00).

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Wprowadzamy
podstawienie t = 21°8%, Zauwazmy, ze

XZlogZ _ (ZlogX)Z _ t2.

Réwnanie
X210g2 _ Zlogx -9

przyjmuje wiec postac
t?—t—2=0.

Obliczamy wyréznik A = (—1)2 —4-1-(=2) = 1 + 8 = 9 oraz pierwiastki réwnania

kwadratowego
1-v1 1
tlzi—i_S:—l, th = +\/§:2.
2 2
Pierwiastek t; = —1 odrzucamy, poniewaz 2/°* > 0 dla wszystkich x > 0. Dla t; = 2
mamy
zlogx -9
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skad wynika, ze logx =1, czylix =10 € D.

Ostatecznie rOwnanie
X210g2 _ zlogx )

posiada jedno rozwigzanie x; = 10.
(b) Zauwazmy, ze dziedzing réwnania
Xlog7 + 7logx — 98
jest zbiér D = (0, +o00).

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Wprowadzamy
podstawienie t = log x. Zauwazmy, ze

X10g7 _ 710gx _ 7t,
wiec rOwnanie przyjmuje postac
2.71 =098,

Mozemy je réwniez zapisac jako
7t — 72

Zatem t = 2. Wracajac do zmiennej x, mamy
logx =2,

skad x = 10> =100 € D.
Ostatecznie rOwnanie
X10g7 + 710gx — 98

posiada jedno rozwigzanie x; = 100.

11.17. Dziedzing réwnania
log(mx)

log(x +1)

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, ktére jednocze$nie spetniajg nastepujace trzy warunki
mx > 0, x+1#0, log(x +1) #0.
Dwa pierwsze warunki oznaczajg odpowiednio
x>0 oraz x#-—1

(pamietajmy, ze m > 0). Jezeli chodzi o trzeci warunek, to zauwazmy, ze log(x + 1) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy x + 1 = 1, czyli gdy x = 0. Dziedzing réwnania, niezaleznie od wartosci
parametru m > 0, jest wiec zbiér D = (0, 4+-0c0).

Przechodzimy teraz do znalezienia tych wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie

log(mx)
log(x +1)

ma dokladnie jedno rozwigzanie. Powyzsze réwnanie mozemy przeksztalci¢ do postaci

log(mx) =2log(x + 1),
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11.18.

skad
log(mx) = log(x 4 1).

W konsekwencji otrzymujemy réwnanie kwadratowe
mx = (x +1)%
Rozwijajac prawa strone i porzadkujac wyrazy, otrzymujemy réwnanie w postaci ogélnej
XX+ 2—m)x+1=0.

Zauwazmy, ze wszystkie powyzsze przeksztalcenia sa odwracalne, co oznacza, ze kazde rozwia-
zanie powyzszego rownania kwadratowego, nalezace do dziedziny D, odpowiada rozwigzaniu
pierwotnego réwnania logarytmicznego i na odwrét — kazde rozwigzanie réwnania logaryt-
micznego jest rozwigzaniem réwnania kwadratowego.

Wystarczy wiec zbada¢, dla jakiego parametru m > 0 réwnanie kwadratowe
X*+2-—m)x+1=0
ma doktadnie jedno rozwigzanie. Dzieje si¢ tak wtedy, gdy A = 0. Obliczamy wyréznik
A=02-m)P?—4=4—dm+m?—4=m?—4m=m(m—4).

Rownosé A = 0 zachodzi wiec wtedy i tylko wtedy, gdy m = 0 lub m = 4. Poniewaz z zalozenia
m > 0, jedyna dopuszczalng warto$cig parametru jest m = 4.

(a) Nieréwnosé
log, x +log,(x +1) <1

jest poprawnie okreslone jedynie dla tych liczb rzeczywistych x, ktére spelniaja jednoczesnie
nastepujace dwa warunki
x>0 oraz x+1>0.

Dziedzing réwnania jest wiec zbi6r

D = (0,+00) N (—1,+00) = (0, +00).

Przejdziemy teraz do rozwigzania tej nieréwnosci w okreslonej dziedzinie. Korzystajac z
wlasnosci logarytmow, przeksztalcamy lewq strone i otrzymujemy

log, [x(x + 1)] <1
Zapisujac prawg strone jako logarytm o podstawie 2, mamy
log,(x* +x) < log, 2

Poniewaz podstawa logarytmu jest wieksza od 1, mozemy ,,opusci¢ logarytmy”, zachowu-
jac kierunek nieréwnosci:
X2+ x <2

Uporzadkowujac wyrazy, otrzymujemy nieréwnosé¢ kwadratowa:

x2+x—2<0.
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(b)

Obliczamy wyréznik: A =12 —4.1-(=2) =1+ 8 = 9. Stad VA = 3. Zatem pierwiastki
tréjmianu kwadratowego x? + x — 2 sg rtéwne

x—_1+3—1 oraz x—_1_3
2 - 2

Z wykresu wielomianu x? + x — 2 odczytujemy, ze nieréwnosé x* +x —2 < 0 jest spetniona
dlax € (—2,1).

=-2.

Biorac pod uwage dziedzing D = (0, +00), rozwigzaniem nieréwnoéci logarytmicznej
log, x +log,(x +1) <1
jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych warunek
x € (0,+00) N (=2,1) = (0,1).
Nier6wnos¢
log% X+ log%(x -1)> -1

jest poprawnie okreélonajedynie dla tych liczb rzeczywistych x, ktére spetniaja jednoczesnie
nastepujace dwa warunki
x>0 oraz x—1>0.

Dziedzing nieréwnosci jest wiec zbidr
D = (0,+00) N (1,4+00) = (1, 4+00).

Przechodzimy teraz do rozwigzania tej nieréwnosci w okreslonej dziedzinie. Korzystajac z
wlasnosci logarytmow, przeksztalcamy lewa strone i otrzymujemy

log% [x(x — l)] > —1.
Zapisujac prawg strong jako logarytm o podstawie 3, mamy
log% (x* —x) > log% 2.
Poniewaz podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, kierunek nieréwnosci odwraca sie przy

opuszczaniu logarytméw
x? —x < 2.

Uporzadkowujac wyrazy, otrzymujemy nieréwnoé¢ kwadratowa:
X2 —x—2 <0.

Obliczamy wyr6znik: A = (—1)2 —4 -1 (=2) = 1 + 8 = 9. Stad pierwiastki tréjmianu
kwadratowego x? — x — 3 s3 réwne
1-3 1+3

==l w=-p- =2

2 —x —2 odczytujemy, ze nieréwnoéé x* —x — 2 < 0jest spelniona

Z wykresu wielomianu x
dlax € [-1,2].
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(c)

Biorac pod uwage dziedzine D = (1, +00), rozwigzaniem nieréwnosci logarytmicznej
log% X + log%(x -1)>-1
jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajgcych warunek
x € (1,400) N [—1,2] = (1,2].
Zauwazmy, ze dziedzing nieréwnosci
log,(x —1) —log,(x +1) <2

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych speinione sg jednoczeénie nastepu-
jace dwa warunki
x—1>0 oraz x+1>0.

Dziedzing nieréwnosci jest wiec zbiér
D = (1,400) N (-1, +00) = (1, +00).

Przechodzimy teraz do rozwigzania tej nieréwnosci w okre$lonej dziedzinie. Korzystajac z
wlasnoéci logarytmoéw, przeksztatcamy lewa strone i otrzymujemy

x—1

x+1

log, <2

Zapisujac prawg strone jako logarytm o podstawie 2, mamy

x—1
log, 1 < log, 4.

Poniewaz podstawa logarytmu jest wigksza od 1, mozemy ,opusci¢ logarytmy”, zachowu-
jac kierunek nieréwnoéci:
x—1
<4.
x+1
Z okre$lenia dziedziny D wiemy, ze x > 1. W szczeg6lnosci wyrazenie x + 1 jest do-

datnie. Mozemy zatem przez nie pomnozy¢ bez obawy o zmiane kierunku nieréwnosci.
Otrzymujemy wéwczas
x—1<4(x+1),

czyli

—3x < 5.
Stad x > —%. Biorac pod uwage dziedzing D = (1,+00), rozwigzaniem nieréwnosci
logarytmicznej

log,(x —1) —log,(x +1) < 2

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x spelniajagcych warunek

x € (1,400) N (—%,—i—oo) = (1, 400).
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(d)

(e)

Zauwazmy, ze dziedzing nieréwnosci

log,(x +3) —log,(x — 1) > %

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych speinione s3 jednoczesnie nastepu-
jace dwa warunki
x+3>0 oraz x—1>0.

Dziedzing nieréwnosci jest wiec zbiér

D =(-3,+00)N(1,+0c0) = (1, +00).
Przechodzimy teraz do rozwigzania tej nieréwnosci w okreslonej dziedzinie. Korzystajac z
wlasnosci logarytmow, przeksztalcamy lewa strone i otrzymujemy

x+3_ 1
10g4m = E

Zapisujac prawg strone jako logarytm o podstawie 4, mamy
x+3

Poniewaz podstawa logarytmu jest wieksza od 1, mozemy ,,opusci¢ logarytmy”, zachowu-

jac kierunek nieréwnosci:
x+3
>2
x—1

Z okre$lenia dziedziny D wiemy, ze x —1 > 0. Mozemy zatem pomnozy¢ obustronnie

przez wyrazenie x — 1 bez obawy o zmiane kierunku nieréwnosci. Otrzymujemy wéwczas
x+3>2(x—1),

czyli
—x > —b.

Stad x < 5. Biorac pod uwage dziedzine D = (1, +-00), rozwigzaniem nieréwnosci logaryt-
micznej

log,(x +3) —log,(x — 1) > %

jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajgcych warunek
x € (1,4+00) N (—o0,5] = (1,5].
Zauwazmy, ze dziedzing nieréwnosci
log,, log% (x+11) >0

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych spelnione sg jednoczesnie nastepu-
jace dwa warunki
x+11>0 oraz log%(x+ 11) > 0.

Pierwszy z nich oznacza, ze x > —11. Drugi warunek wymaga osobnego rozpatrzenia.
Zauwazmy, ze jest on rtéwnowazny warunkowi

log%(x +11) > log% 1.
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Stad
x+11 <1,

bowiem podstawa logarytmu byta mniejsza od 1 i musieliSmy odwréci¢ kierunek nieréw-
nosci. Ostatecznie dziedzing rozwazanej nieréwnosci logarytmicznej jest zbior

D = (—11, 400) N (=00, —10) = (—11,-10).
Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci
log, log% (x+11) >0
w okres$lonej dziedzinie. Zapisujac prawg strone jako logarytm o podstawie 7, otrzymujemy
log,, log% (x +11) > log, 1.

Poniewaz podstawa logarytmu jest wigksza od 1, mozemy ,,opusci¢ logarytmy”, zachowu-
jac kierunek nieréwnosci:
log%(x +11) > 1.

Ponownie wyrazamy prawg strone w postaci logarytmu, tym razem o podstawie % Otrzy-
mujemy wowczas
1
log%(x +11) > log% 5

. 1. .. .
Teraz, ze wzgledu na to, ze podstawa ; jest mniejsza od 1, przy opuszczaniu logarytmu
nalezy odwrdcic¢ kierunek nieréwnosci. W konsekwencji dostajemy nieréwnos¢ liniowa

1
11<
X+ < 2/
ktérej rozwigzaniem jest zbiér x € (—oo, —%'). Biorac pod uwagg dziedzine D = (—11,—10),

rozwigzaniem nieréwnosci logarytmicznej
log, log% (x+11) >0
jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajagcych warunek
x € (—11,-10) N (—o0,—%) = (—11,-%).
Zauwazmy, ze dziedzing nieréwnosci

1
logglog, x < 3

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych spelnione s jednoczesnie nastepu-
jace dwa warunki
x>0 oraz log;x > 0.

Jedynie drugi warunek wymaga rozpatrzenia. Zauwazmy, ze jest on réwnowazny warun-
kowi
log; x > log, 1.

Poniewaz podstawa logarytmu jest wieksza od 1, mozemy ,,opusci¢ logarytmy”, zachowu-
jac kierunek nieréwnosci: x > 1. Ostatecznie dziedzing rozwazanej nieréwnosci logaryt-
micznej jest zbidr

D = (0,+00) N (1,400) = (1, +00).
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Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci

logglog, x < 3

w okre$lonej dziedzinie. Zapisujac prawa strone jako logarytm o podstawie 8, otrzymujemy
logglog, x < logg 2.

Poniewaz podstawa logarytmu jest wieksza od 1, mozemy ,,opuécié¢ logarytmy”, zachowu-

jac kierunek nieréwnosci:
log,x < 2.

Ponownie wyrazamy prawg strone w postaci logarytmu, tym razem o podstawie 3. Otrzy-
mujemy wowczas
log; x < log; 9.

Raz jeszcze opuszczamy logarytmy i dostajemy
x <9.

Biorac pod uwage dziedzine D = (1, +00), rozwigzaniem nieréwnosci logarytmicznej

logglog, x < 3

jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x spelniajgcych warunek
x € (1,4+00) N (—0,9] = (1,9].

Zauwazmy, ze dziedzing nieréwnosci

(8)
log% x +2log,x < 3

jest zbiér D = (0, +-00). Przechodzimy teraz do rozwigzania rozwazanej nieréwnosci w

okre$lonej dziedzinie. Zauwazmy, ze
1
98 % _ log, x.

logi x =
55 log, %

Zatem nier6wnos¢ przyjmuje postac
—log;x +2logyx < 3,

czyli
log,x < 3.

Zapisujac prawga strone jako logarytm o podstawie 3, otrzymujemy
log, x < log, 27.

Poniewaz podstawa logarytmu jest wieksza od 1, mozemy ,,opusci¢ logarytmy”, zachowu-

jac kierunek nieréwnosci. Otrzymujemy
x < 27.

Biorac pod uwage dziedzine D = (0, +o0), rozwigzaniem nieréwnosci logarytmicznej

log%x+2log3x <3

jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych warunek
x € (0,+00) N (—00,27) = (0,27).
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(h) Zauwazmy, ze dziedzing nieréwnosci

log%x+2log5x >3

jest zbiér D = (0, +o00). Przechodzimy teraz do rozwigzania rozwazanej nieréwnosci w
okreslonej dziedzinie. Zauwazmy, Ze

1
log% X = 085 X = —log5 X.

logs %

Zatem nier6wnos$¢ przyjmuje postac
—logsx +2logs x > 3,

czyli
logs x > 3.

Zapisujac prawg strone jako logarytm o podstawie 5, otrzymujemy
logs x > log; 125.

Poniewaz podstawa logarytmu jest wieksza od 1, mozemy ,,opusci¢ logarytmy”, zachowu-
jac kierunek nieréwnosci. Otrzymujemy

x = 125.
Biorgc pod uwage dziedzinge D = (0, +00), rozwigzaniem nieréwnoéci logarytmicznej
log% x +2logsx > 3
jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych warunek
x € (0, 400) N [125,400) = [125,+00).
Zauwazmy, ze dziedzing nieréwnosci
10g§x—510g2x+6 >0

jest zbiér D = (0, +o00). Przechodzimy teraz do rozwigzania rozwazanej nieréwnosci w
okreslonej dziedzinie. Wprowadzamy nowg zmienng t = log, x. Wéwczas nieréwnos¢
logarytmiczna przyjmuje posta¢ nieréwnosci kwadratowej wzgledem t:

t? =5t +6> 0.
Obliczamy wyréznik: A = (=5)2—4-1-6 =25—24 = 1. Zatem VA = 1. Pierwiastki
tréjmianu kwadratowego t> — 5t + 6 s3 wiec réwne

—1
t1:ST:2, tH

_5+1

> 3.

Z wykresu wielomianu t? — 5t + 6 odczytujemy, Ze nieréwnosé t> — 5t + 6 > 0 jest spetniona
dlat € (—o0,2) U (3,4+00).
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Wracamy teraz do zmiennej x. Mamy alternatywe dwéch nieréwnosci logarytmicznych
log,x <2 lub log,x > 3.

Zatem
x<4 lub x>8.

Biorgc pod uwage dziedzing D = (0, +00), rozwigzaniem nieréwnoéci logarytmicznej
10g§x—510g2x+6 >0
jest zbior
x € (0,4) U (8,+00).
Zauwazmy, ze dziedzing nieréwnosci

10g§x—410g3x—|-3 >0

jest zbiér D = (0, +00). Przechodzimy teraz do rozwigzania rozwazanej nieréwnosci w
okreslonej dziedzinie. Wprowadzamy nowg zmienng t = log, x. Wéwczas nieréwnos¢
logarytmiczna przyjmuje postac¢ nieréwnosci kwadratowej wzgledem t:

t2—4t+3>0.

Obliczamy wyréznik: A = (—4)2 —4-1-3 = 16 — 12 = 4. Zatem VA = 2. Pierwiastki
tréjmianu kwadratowego t> — 4t + 3 sg wigc réwne

4—-2 4+2
tlzT:L tQZ%:&

Z wykresu wielomianu t? — 4t + 3 odczytujemy, Ze nieréwnoé¢ t> —4t +3 > 0 jest spetniona

dlat € (—oo,1] U [3, +c0).
\‘ / > X
N___3

Wracamy teraz do zmiennej x. Mamy alternatywe dwéch nieréwnosci logarytmicznych

logsx <1 lub logyx > 3.

Zatem
x<3 lub x> 27

Biorgc pod uwage dziedzing D = (0, +00), rozwigzaniem nieréwnoéci logarytmicznej
10g§x—410g3x—|-3 >0

jest zbidr
x € (0,3] U [27, +00).
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11.19. Zaczniemy od okreslenia dziedziny réwnania. Przypomnijmy, ze funkcja logarytmiczna jest
poprawnie okresdlona jedynie dla argumentéw dodatnich. Dodatkowo podstawa logarytmu
réwniez musi by¢ dodatnia i r6zna od 1. W naszym przypadku dziedzing nieréwnosci

1Og(2x—x2) 2x+4) <0
jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, ktére jednoczesénie spetniajg nastepujace trzy warunki
2x+4>0, 2x—x*>0, 2x—x*#1.

Pierwszy warunek prowadzi do nieréwnosci x > —2. Drugi warunek, po przeksztalceniu
2x —x% > 0 do postaci x(2 — x) > 0, daje rozwigzanie x € (0,2).

/0 N

Trzeci warunek oznacza, ze z dziedziny nieréwnosci wykluczamy rozwigzania réwnania

2x —x* =1.
Poniewaz x? — 2x + 1 = (x — 1)2, réwnanie to mozemy przepisaé jako
(x—1)2=0.

A zatem jego rozwigzaniem jest x = 1. Ostatecznie, uwzgledniajac wszystkie trzy warunki,
stwierdzamy, ze dziedzing rozwazanej nierdwnosci jest zbiér

D =(0,1)U(1,2).

Zanim przejdziemy do rozwigzywania nieréwnosci logarytmicznej zwréémy jeszcze uwagge, ze

funkcja kwadratowa 2x — x?

to, ze 0 < 2x — x* < 1 dla kazdego x € D.

swoja maksymalng warto$¢ réwna 1 przyjmuje dla x = 1. Oznacza

Przyjrzyjmy si¢ teraz nierdwnosci
1Og(2x7x2) 2x+4) <0
i zapiszmy jej prawa strone za pomocg logarytmu:
log(foxz) (2x+4) < log(bﬁxz) 1.

Z wezesniejszych rozwazan wiemy, ze dla dowolnego x € D wartos¢ podstawy 2x — x? jest utam-
kiem z przedziatu (0,1). Zatem opuszczajac logarytmy musimy pamieta¢ o zmianie kierunku
nieréwnosci. Otrzymujemy wéwczas

2x+4 > 1,

skad x > —%. Biorac pod uwage dziedzine D = (0,1) U (1,2), rozwigzaniem nieréwnosci
logarytmicznej
10%(2x_x2) 2x+4) <0
jest zbior
x € (0,1)U(1,2).
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11.20. Zaczniemy od okreélenia dziedziny réwnania. Przypomnijmy, ze funkcja logarytmiczna jest
poprawnie okresdlona jedynie dla argumentéw dodatnich. Dodatkowo podstawa logarytmu
réwniez musi by¢ dodatnia i r6zna od 1. W naszym przypadku dziedzing nieréwnosci

log, (x> — %x) <1

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, ktére jednoczesnie spetniajg nastepujace trzy warunki

1
x >0, x #1, x3—1x>0.
Jedynie trzeci warunek wymaga rozpatrzenia. Poniewaz

3_ %x > 0 jest rownowazna nieréwnosci

nieré6wnos¢ x
1 1
x(x —3)(x+3) > 0.

Na podstawie wykresu wielomianu x(x — 1)(x + 3) mozemy odczyta¢, ze jej rozwigzaniem jest
zbiér x € (—3,0) U (3, +00).

Ostatecznie, uwzgledniajac wszystkie trzy warunki, stwierdzamy, ze dziedzing rozwazanej
nieréwnosci jest zbidr
D=(}1)uU(1,+00).

PrzejdZmy teraz do rozwigzania nieréwnosci

1
logx(x3 — ZX) <1,

ktéra mozemy zapisa¢ w réwnowazny sposéb jako

1
3% < log, x.

log. (x 1

W zaleznosci od warto$ci podstawy rozwazymy dwa przypadki.

Przypapex I: x € (1,1). Wtedy opuszczajac logarytmy bedziemy zmienia¢ kierunek nieréwnosci.
Otrzymujemy

Poniewaz

powyzszg nierdwnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci

x(x — ?)(x+ %) > 0.
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Zatem jej rozwigzaniem jest zbidr x € [—?, 0] U [%, +00). Zauwazmy jeszcze, ze /5 > 2, wiec
% > 1. Biorgc pod uwage, ze w tym przypadku rozwazamy jedynie te wartoéci x, ktére spelniaja
warunek x € (%, 1), stwierdzamy, Ze z tej czesci nie otrzymamy zadnych rozwigzan.

Przypapexk II: x € (1, +00). Tym razem opuszczajgc logarytmy nie bedziemy zmieniac¢ kierunek
nieréwnosci. Otrzymujemy

1
3
X=X <X

Rozumujac podobnie jak w Przypadku I stwierdzamy, Ze rozwigzaniem powyzszej nieréwnosci
jest zbidr x € (—oo, —é] u [0, é]. Biorac pod uwage, ze w tym przypadku rozwazamy jedynie
te wartosci x, ktore spetniajg warunek x € (1, 400), ostatecznym rozwigzaniem tej czesci jest

zbiér x € (1, é].

Laczac obydwa przypadki, stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci

logx(xs' — ix) <1

NS

1.

jest zbior x € (1,
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