Rozpziat 10

FUNKCJE WYMIERNE

TEORIA

Funkcja wyMIERNA nazywamy funkcje bedacg ilorazem dwdéch wielomiandw, tj. funkcje po-

staci
AnX™ + an X" L aix 4+ ag

b X™ + b x™ 4+ ...+ bix + by’
gdzie n,m € NU {0} oraz a,,,...,a;,ap,bm,...,b;,bp € R przy czym a,, # 01ib,, # 0.
Dziedzing funkcji wymiernej jest zbiér R z pominieciem tych liczb, dla ktérych mianownik

f(x) =

przyjmuje wartoSc¢ zero.

UrAMKIEM PROSTYM nazywamy kazda funkcje wymierng postaci

A lub Bx+ C
(x —a)k (x2+bx +c)V

gdziek, 1€ N, A,B,C,a,b,c € Roraz b2 —4c < 0. Okazuje sig, ze kazda funkcje wymierng,
ktorej licznik ma stopiert mniejszy niz mianownik, mozna przedstawic¢ w postaci sumy utam-
kéw prostych. Przyktadowo

1 1 A B

-1 —Dx+D) x—1 " x¥1

x+x*—-1 A N B +Cx+D+ Ex+F N Gx+H
(x24+1B3(x+4)2  x+4 (x+4)2 x2+1 (2412 (x2+1)7%

Jak widzimy, jezeli w mianowniku funkcji wymiernej czynnik pojawia si¢ w potedze n,
to w rozkladzie na utamki proste bedzie wystepowa¢ doktadnie n odpowiadajacych mu
sktadnikéw z mianownikami w potegach odpowiednio 1,2, ...,n.

b
Funkcja HOMOGRAFICZNA nazywamy funkcje dang wzorem f(x) = ax—j__d, gdziea,b,c,d e R

cx
oraz ad —bc # 0. Jezeli c =0, to wtedy a # 0i d # 0 oraz

ax+Db a b
:—x—|——;

d d d
w tym przypadku wykresem funkcji homograficznej jest linia prosta. Jezeli natomiast ¢ # 0,

f(x) =

to zachodzg réwnosci

fx) = ax+b a(x+%)+b—a7d B a+ bc—ad
Cex+d c(x+9) o x4+ 4y

w tym przypadku wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola o asymptocie pionowej
X = —% oraz asymptocie poziomejy = <.



Zadanie 10.1. Rozwigz réwnanie

/. ADANIA

(a) 1+>1Z:X_g’ ® xil_4;;11:zzt?_5’
(®) X_§:5+§' (8) xz—;x—l—6_xi2:o'
© =iy O il
@ =i O TR
(e) iii_x:2:x2xj4+1' () zi:§z12+x13:o'

Zadanie 10.2. W zaleznosci od parametréw a, b € R znajdz liczbe rozwigzan réwnania

x—2 b
=a—+ —.
X X
Zadanie 10.3. Rozwigz nieréwnos¢
1 1 5x — 48
— =0, f > 1,
(@) g+ 320 ® s 20
4 —x 1 2 1
b — 0, — 0,
(b) x—5 1—x (8) xX2—x—2 x24+2x+1 <
1 x+1 3 2
h — 0,
(c) x+2> X (h) x24+x—2 x2—2x+1 o
XxX+2 x—-2 X+2 x—8
d A i - 2 7
( )x—2<x+2' (1) x24+5x+8 x2—3x+4 0

2x — 5

(e)

- < 1,
x2 —6x+ 8

x—1

x—3

()

— <0.
x2—4x+9 x2—-5x+7

Zadanie 10.4. Niech funkcje f, g: R\ {0} — R bedg dane wzorami f(x) = x + % oraz g(x) =
x* 4 J5. Pokaz, ze jezeli dla pewnej liczby rzeczywistej a wartos¢ f(a) jest liczbg catkowitg, to
g(a) jest liczba catkowity parzysta.

Zadanie 10.5. Naszkicuj wykres funkcji homograficznej f, jezeli

x+2 3x —6
() ) =7, (©) 0 =7—2,
x+3 2x —9
(b) f(x) = x—1 (d) f(x) = I _x
Zadanie 10.6. Wykaz, ze do wykresu funkgji f: R\ {3} — R\ {1} zadanej wzorem f(x) = z : g

naleza doktadnie cztery punkty o obu wspéirzednych catkowitych.



Zadanie 10.7. Rozl6z na sume wielomianu i utamkéw prostych dang funkcje wymierna

10.1.

x+15 x+5

225 O o1

x—12 (2) 8x*+x+ 16

X2 — 16’ & x—3)(x214)
3x —3 (h) 3x +6

x2 —5x+ 6" (x—4)(x2+2)
5x 4+ 10 M x> —4x*> +4x + 4

x2 +3x — 4’ (x—2)(x—1) ’
x+3 O'ﬁ+6%+6x+3

(x +1)2 ] (x +1)(x +4)

RozwiazANIA

(a) Zanim przystapimy do rozwigzywania rownania, przyjrzyjmy sie jego dziedzinie, czyli

tym wartoéciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim dwa
1
x
(Nie mozemy bowiem dzieli¢ przez zero!)

wyrazenia wymierne: - oraz % Oznacza to, ze dziedzing réwnania jest zbiér D = R\ {0}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Przenosimy wszyst-
kie wyrazy na lewg strone i otrzymujemy

1 5
1+-—x+=>=0.
X X

Skad
6
1-x+-=0.
X
Aby pozby¢ sie utamka, mnozymy obustronnie przez x (pamietajac, ze x # 0) i po upo-
rzadkowaniu wyrazéw dostajemy réwnanie kwadratowe:

—x*>+x+6=0.

Obliczamy wyréznik: A = 12—4-6-(—1) =1+24 =25. Jego pierwiastek to VA =5, wiec
rozwigzania majg postac

—1+5 —-1-5
X = + =-2e€D oraz x=

=3¢eD.
—2 —2 <

Stad wniosek, Ze réwnanie wymierne

1 5
14-=x—">
X X

ma dwa rozwigzania: x; = —2 oraz xp = 3.

Zanim przystgpimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy sie jego dziedzinie, czyli

tym wartoéciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim dwa
4
x
(Nie mozemy bowiem dzieli¢ przez zero!)

wyrazenia wymierne: —~ oraz % Oznacza to, ze dziedzing réwnania jest zbiér D = R\ {0}.



(c)

(d)

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Przenosimy wszyst-
kie wyrazy na lewg strone i otrzymujemy

Skad

Aby pozby¢ sie utamka, mnozymy obustronnie przez x (pamietajac, ze x # 0) i po upo-
rzagdkowaniu wyrazéw dostajemy réwnanie kwadratowe:

x? —5x — 6 = 0.

Obliczamy wyréznik: A = (—5)? — 4 - (—6) - 1 = 25 + 24 = 49. Jego pierwiastek to VA =7,
wiec rozwigzania majg postac

5+7 5-7
x:%:6ED oraz x:T:—leD.

Stad wniosek, ze réwnanie wymierne

4 2
x——=50+ -
X X
ma dwa rozwiazania: x; = —1 oraz x; = 6.

Zanim przystagpimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy si¢ jego dziedzinie, czyli
tym wartoéciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim dwa
wyrazenia wymierne o mianownikach postaci: x + 1 oraz x — 3. Oznacza to, ze dziedzing
rownania jest zbiér D = R \ {—1,3}. (Nie mozemy bowiem dzieli¢ przez zero!)

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Aby pozby¢ sie
utamkéw, mnozymy obustronnie przez x 4 1 oraz x — 3 (pamietajac, ze x # —1 oraz x # 3).

Dostajemy
x—3 x+1
czyli
(x—3)x—3)=(x+1)(x+1).
Stad

x2—6x+9 =x%+2x+ 1.

Po uporzgdkowaniu dostajemy réwnanie liniowe

8x =38,
ktérego rozwigzaniem jest x =1 € D.
Ostatecznie réwnanie wymierne
x—3 x+1
x+1 x-—3

ma jedno rozwigzanie: x; = 1.

Zanim przystagpimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy si¢ jego dziedzinie, czyli
tym wartoéciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim dwa
wyrazenia wymierne o mianownikach postaci: x + 2 oraz x — 1. Oznacza to, ze dziedzing
réwnania jest zbiér D = R\ {—2, 1}. (Nie mozemy bowiem dzieli¢ przez zero!)
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Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Aby pozby¢ sie
utamkéw, mnozymy obustronnie przez x + 2 oraz x — 1 (pamietajac, ze x # —2 oraz x # 1).

Dostajemy
x—1 x4+ 2
12 (x+2)(x—1) = 1 (x+2)(x—1),
czyli
(x—1(x—1)=(x+2)(x+2).
Stad

x2 —2x+1=x%+4x + 4.

Po uporzadkowaniu dostajemy réwnanie liniowe

6x = 3,
ktérego rozwigzaniem jest x = % e D.
Ostatecznie réGwnanie wymierne
x—1 x+2
x+2 x—1

1
3

ma jedno rozwigzanie: x; =
Zanim przystgpimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy si¢ jego dziedzinie, czyli
tym wartoSciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim
wyrazenia wymierne o mianownikach postaci: x + 2, x — 2 oraz x* — 4. Zauwazmy, ze
trzeci z tych mianownikéw mozemy rozpisa¢ przy pomocy wzoru skréconego mnozenia:
x?> —4 = (x — 2)(x + 2). Oznacza to, ze dziedzing réwnania jest zbiér D = R \ {—2,2}. (Nie
mozemy bowiem dzieli¢ przez zero!)

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Zauwazmy, ze
wspélnym mianownikiem wszystkich utamkéw jest x> — 4 = (x — 2)(x + 2). Dlatego, aby
pozby¢ sie utamkéw, mnozymy obustronnie przez (x — 2)(x + 2) (pamietajac, ze x # —2
oraz x # 2). Dostajemy

Ci;—z_;) C(x—2)(x+2) = (X;‘i4+1> C(x—2)(x+2),
czyli
(x+3)(x—2) — (x = 3)(x +2) =x* + (x —2)(x + 2).
Stad

X2 —2x+3x —6— (x> +2x —3x —6) = x> + x> — 4.
Po uporzadkowaniu dostajemy réwnanie kwadratowe
2x* —2x —4 =0.
Obliczamy wyréznik: A = (—2)2 — 4 - (—4) - 2 = 4 + 32 = 36. Jego pierwiastek to VA = 6,
wiec rozwigzania majg postac

2 2—
x:#:2¢D oraz x:T6:—1€D.

Stad wniosek, ze réwnanie wymierne

x+3_x—3 x2
x+2 x—2 x2—4

ma jedno rozwigzanie: x; = —1.



()

(8)

Zanim przystagpimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy si¢ jego dziedzinie, czyli
tym wartosciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim
wyrazenia wymierne o mianownikach postaci: x + 1, x — 1 oraz x2 — 1. Zauwazmy, ze
trzeci z tych mianownikéw mozemy rozpisa¢ przy pomocy wzoru skréconego mnozenia:
x> —1 = (x —1)(x + 1). Oznacza to, ze dziedzing réwnania jest zbiér D =R\ {—1,1}. (Nie
mozemy bowiem dzieli¢ przez zero!)

Przechodzimy teraz do rozwigzania rownania w obrebie tej dziedziny. Zauwazmy, Ze
wsp6lnym mianownikiem wszystkich utamkéw jest x> — 1 = (x — 1)(x + 1). Dlatego, aby
pozby¢ si¢ utamkéw, mnozymy obustronnie przez (x — 1)(x + 1) (pamietajac, ze x # —1
oraz x # 1). Dostajemy

3 4x —1 x> +5
(X_l—x+1>-(x—1)(x+1):<xz 1—5)-(x—1)(x+1),

czyli
3x+1)—(@x—1D(x—1)=(x>+5) =5(x—1)(x+1).

Stad
3x+3— (4% —4x—x+1)=x*>+5— (5x> —5).

Po uporzadkowaniu dostajemy réwnanie liniowe
8x =38,
ktérego rozwigzaniem jest x = 1 ¢ D. Stad wniosek, ze réwnanie wymierne

3  4x—1 x*+5

- - —5
x—1 x+1 x2 —1

nie ma rozwigzan.

Zanim przystapimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy sie jego dziedzinie, czyli tym
wartoéciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim wyrazenia
wymierne o mianownikach postaci: x — 2 oraz x*> — 5x + 6. Znajdziemy teraz pierwiastki
tréjmianu kwadratowego x? —5x+6. Obliczamy wyréznik: A = (—5)2—4-1-6 =25—24 = 1.
Stad VA = 1, wiec pierwiastki tréjmianu x? — 5x + 6 s3 postaci

5+1 5—1
X=——=3 oraz x=——=

2.
2 2

Zapisujac wielomian x2 —5x + 6 w postaci iloczynowej x2 —5x +6 = (x —3) (x —2), widzimy,
ze dziedzing réwnania jest zbiér D = R \ {2, 3}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania rownania w obrebie tej dziedziny. Zauwazmy, ze
wspdlnym mianownikiem wszystkich ulamkéw jest x? — 5x + 6 = (x — 3)(x — 2). Dlatego,
aby pozby¢ sie utamkéw, mnozymy obustronnie przez (x — 3)(x — 2) (pamietajac, ze x # 2
oraz x # 3). Dostajemy

X 1
<x2—5x+6_x—2> (x=3)(x=2) =0,

czyli
x—(x—3)=0.
Po uporzadkowaniu dostajemy
3=0.



(h)

(1)

Oznacza to, ze rOwnanie wymierne

X 1

_ -0
x2—5x+6 x—2

nie ma rozwigzan.

Zanim przystapimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy sie jego dziedzinie, czyli tym
wartoéciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim wyrazenia
wymierne o mianownikach postaci: x — 4 oraz x> — 3x — 4. Znajdziemy teraz pierwiastki
tréjmianu kwadratowego x? — 3x — 4. Obliczamy wyréznik: A = (—3)2 —4 -1 (—4) =
9 + 16 = 25. Stad VA = 5, wiec pierwiastki tréjmianu x> — 3x — 4 s3 postaci

3+5 3-5
=——=4 oraz x=——=

—1.
2 2

X

Zapisujac wielomian x2—3x—4w postaci iloczynowej x2—3x—4 = (x—4)(x+1), widzimy,
ze dziedzing réwnania jest zbiér D = R\ {—1,4}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania rownania w obrebie tej dziedziny. Zauwazmy, ze
wspdlnym mianownikiem wszystkich ulamkéw jest x? — 3x — 4 = (x — 4)(x + 1). Dlatego,
aby pozby¢ sie¢ utamkéw, mnozymy obustronnie przez (x —4)(x +1) (pamiegtajac, ze x # —4
oraz x # 1). Dostajemy

1
<X2_23’;_4—X_4) S(x—4)(x+1) =0,

czyli
2x—(x+1) =0.

Po uporzadkowaniu dostajemy réwnanie liniowe
x=1¢€D.

Oznacza to, ze réwnanie wymierne

2x 1
x2—-3x—4 x—4

ma jedno rozwigzanie: x; = 1.

Zanim przystapimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy sie jego dziedzinie, czyli tym
wartoéciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim wyrazenia
wymierne o mianownikach postaci: x + 1 oraz x*> — 2x — 3. Znajdziemy teraz pierwiastki

tréjmianu kwadratowego x? — 2x — 3. Obliczamy wyréznik: A = (—2)2—4-1-(-3) =
4 +12 = 16. Stad VA = 4, wiec pierwiastki tréjmianu x> — 2x — 3 sg postaci
244 2—14
x:i:3 oraz x=——=—1.

2 2
Zapisujac wielomian x? —2x — 3 w postaci iloczynowej x2 —2x —3 = (x —3) (x+ 1), widzimy,
ze dziedzing réwnania jest zbiér D = R\ {—1,3}.
Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Zauwazmy, Ze
wspolnym mianownikiem wszystkich ufamkéw jest x2—2x—3=(x—3)(x+1). Dlatego,
aby pozby¢ si¢ utamkéw, mnozymy obustronnie przez (x —3)(x+1) (pamietajac, ze x # —1
oraz x # 3). Dostajemy

x2—2x—1_ 1
x2—2x—3 x+1

) -(x=3)(x+1) =0,

7



()

czyli
x> —2x—1—(x—3)=0.

Po uporzadkowaniu dostajemy réwnanie kwadratowe
x> =3x+2=0.

Obliczamy wyréznik: A = (—3)? —4-2-1 =9 — 8 = 1. Jego pierwiastek to VA = 1, wiec
rozwigzania majg postac

x:¥:2€D oraz x:sz;lzleD.

Stad wniosek, Ze réwnanie wymierne

x2—2x—1_ 1 B
x2—2x—3 x+1

ma dwa rozwigzania: x; = 1 oraz x; = 2.

Zanim przystapimy do rozwigzywania réwnania, przyjrzyjmy sie jego dziedzinie, czyli tym
wartoéciom x € R, dla ktérych réwnanie ma sens. Widzimy, ze wystepuja w nim wyrazenia
wymierne o mianownikach postaci: x — 3 oraz x> — 5x + 6. Znajdziemy teraz pierwiastki
tréjmianu kwadratowego x2—5x+6. Obliczamy wyréznik: A = (=5)2—4-1.6 =25—24 = 1.
Stad VA = 1, wiec pierwiastki tréjmianu x> — 5x + 6 sg postaci

5+1 5-1
X=——=3 oraz x=-—— =

2.
2 2

Zapisujac wielomian x? —5x + 6 w postaci iloczynowej x2 —5x +6 = (x —3) (x —2), widzimy,
ze dziedzing réwnania jest zbiér D = R \ {2, 3}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania réwnania w obrebie tej dziedziny. Zauwazmy, ze
wspdlnym mianownikiem wszystkich ulamkéw jest x2 — 5x + 6 = (x — 3)(x — 2). Dlatego,
aby pozby¢ sie utamkéw, mnozymy obustronnie przez (x — 3)(x — 2) (pamietajac, ze x # 2
oraz x # 3). Dostajemy

(x2—2x—4 1

C(x — —2) =
x2—5x+6+x—3> (x=3)x=2) =0,

czyli
x> —2x—4+(x—2) =0.

Po uporzadkowaniu dostajemy réwnanie kwadratowe
X —x—6=0.

Obliczamy wyréznik: A = (—1)2 — 4 - (—6) - 1 = 1 + 24 = 25. Jego pierwiastek to VA = 5,
wiec rozwigzania majg postac

1+5 1-5
x:%:figéD oraz x:T:—ZED.

Stad wniosek, ze réwnanie wymierne

7(2—2x—4+ 1
x2—5x+6 x—3

=0

ma jedno rozwigzanie: x; = —2.



10.2.

10.3.

Zauwazmy, ze dziedzing réwnania jest zbiér D = R \ {0}. Mnozac obydwie strony przez x # 0,
otrzymujemy
x—2=ax+Db,

skad
(a—1)x=b+2.

Réwnanie ma dokladnie jedno rozwigzanie, gdy a # 1 oraz b # —2. Rozwigzanie to jest réwne

b+2
1—a

x € R\ {0}jest rozwigzaniem tego réwnania. Jezeli natomiasta =1ib # —2luba =#1ib = -2,

X = .Jezelia = 1ib = —2, to réwnanie ma nieskoniczenie wiele rozwigzan; kazda liczba

to rownanie nie posiada rozwigzan.
Rozwigzywanie nieréwnoséci wielomianowych sktada sie z pieciu podstawowych krokéw.

Krok 1. Najpierw wyznaczamy dziedzine nieréwnosci, czyli okreslamy zbiér x € R, dla ktérych
nierdwno$¢ ma sens.

Krok 2. Nastepnie porzadkujemy nieréwnos$¢, przenoszac wszystkie wyrazenia na jedng strone
tak, aby po drugiej stronie znajdowalo si¢ zero. Utamki sprowadzamy do wspdlnego
mianownika, a nastepnie dodajemy lub odejmujemy odpowiednie wyrazenia.

Krok 3. Rozktadamy licznik i mianownik na czynniki: liniowe lub kwadratowe. W przypadku
czynnikéw kwadratowych, wybieramy tylko te, ktore sa nierozkladalne (tj. maja ujemny
wyréznik i nie posiadajg pierwiastkéw rzeczywistych).

Krok 4. Zamieniamy wyrazenie wymierne na wielomian. Mozna to zrobi¢ na kilka sposobéw.
Jednym z nich jest zauwazenie, ze iloraz i iloczyn dwoch liczb majg zawsze ten sam
znak (cho¢ ich warto$ci mogg sie oczywiscie réznic).

Krok 5. Majac wielomian w postaci iloczynowej, sporzadzamy schematyczny wykres wyrazenia
ina jego podstawie odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci, pamietajac o ograniczeniach
wynikajacych z dziedziny.

Przejdziemy teraz do konkretnych przyktadow.

(a) Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnosci. Widzimy, Zze wystepuja w niej dwa wyraze-
nia wymierne o mianownikach postaci: x — 1 oraz x — 3. Oznacza to, Ze nieréwnos¢ nie jest
okreslona dlax =1 orazx =3,awiec D =R\ {1,3}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wspdélnym
mianownikiem obu utamkéw jest (x —3)(x — 1). Stad

1 n 1 x—3 n x—1 o 2(x—2)
x—1 x—3 (x—1x-=3) (x—1)(x—-3) (x—1)(x—3)
Nieréwnosé
1 n 1 S0
x—1 x—-37
jest zatem réwnowazna nieréwnosci
2(x —2)
—— = 0.
(x—1)(x—3)

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
2(x —2)(x—1)(x—=3) > 0.

Wykres funkgcji 2(x — 2)(x — 1)(x — 3) wyglada si¢ nastepujaco.



(b)

Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnosci wielomianowej
2(x—2)(x—1)(x—3) =0
sa wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
x € [1,2] U [3, +00).

Uwzgledniajac dziedzine pierwotnej nieréwnosci wymiernej

1 N 1
x—1 x—37

stwierdzamy, Ze jej rozwigzaniami sq te liczby x, ktére spetniajg warunek
x € (1,21 U (3, 400).

Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnoéci. Widzimy, ze wystepuja w niej dwa wyraze-
nia wymierne o mianownikach postaci: x — 5 oraz 1 — x. Oznacza to, Ze nieréwnos¢ nie jest
okreslona dla x =5orazx =1,awiec D =R\ {1,5}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wspdlnym
mianownikiem obu utamkoéw jest (x —5)(x —1). Stad

1 (4—x)(x—1) x—>5

X
5 1-x (x—5)(x—1)  x—5)x—1)

4 —
X —

(4x—4—x>4+x)+x—5 —x2+6x—9

(x —=5)(x —1) S (x=5)(x—1)

Poniewaz x> — 6x + 9 = (x — 3)?, nier6wnos¢

4 —x 1

x—5 1—x =

jest rownowazna nieréwnosci

(x —3)2
osx—1 Y

ktéra po pomnozeniu obu stron przez —1 przyjmuje postac

(x —3)?

TEG IS

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
(x —3)*(x—=5)(x— 1) > 0.

Wykres funkcji (x — 3)2(x —5)(x —1) wyglada sie nastepujgco.
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(c)

]

Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnosci wielomianowej
(x=3)*(x=5)(x=1) >0
sq wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
x € (—o0,1JU{3} U [5, +00).

Uwzgledniajac dziedzine pierwotnej nieréwnosci wymiernej

4 —x 1

x—5 1—x =

stwierdzamy, Ze jej rozwigzaniami sq te liczby x, ktére spetniajg warunek
x € (—o0,1) U{3}U (5, +o0).

Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnoéci. Widzimy, ze wystepuja w niej dwa wyraze-
nia wymierne o mianownikach postaci: x + 2 oraz x. Oznacza to, Ze nieréwno$¢ nie jest
okre$lona dla x = —2 oraz x =0, a wiec D =R\ {-2,0}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wspdlnym
mianownikiem obu utamkoéw jest x(x + 2). Stad

1 x+1 x  (x+1)(x+2)
x+2 x  x(x+2) x(x +2)
Cx— (X4 2x+x+2)  —x*—2x—2
N x(x +2) o ox(x+2)

Zwréémy uwage, ze licznik tego utamka jest tréjmianem kwadratowym, ktéry nie ma
pierwiastkéw rzeczywistych, poniewaz jego wyréznik (delta) jest ujemny A = (—2)2 — 4 -
(—1) - (—2) =4 — 8 = —4 < 0. Nier6wnos¢

1 x+1
>
x4+ 2 X

jest rownowazna nierdwnosci
X% +2x +2

0,
x(x +2) >

ktéra po pomnozeniu obu stron przez —1 przyjmuje postaé

x24+2x+2

2 0

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
x(x+2)(6% +2x +2) < 0.

Wiemy juz, ze tréjmian kwadratowy x? + 2x + 2 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Poniewaz wspoétczynnik przy najwyzszej potedze jest dodatni, ramiona paraboli, ktéra

11



(d)

jest wykresem tego tréjmianu, skierowane sa ku gérze. Oznacza to, ze x> +2x +2 > 0 dla
dowolnego x € R. Mozemy zatem podzieli¢ obie strony nieréwnosci

x(x +2)(x* +2x+2) <0

przez wyrazenie x2 4+ 2x + 2, ktére jest zawsze dodatnie, co nie wplywa na kierunek
nieréwnosci. (Zazwyczaj nie dzielimy nieréwnosci przez wyrazenia zawierajgce zmienna,
poniewaz nie mamy pewnosci, czy sg one dodatnie — w przeciwnym razie konieczna bytaby
zmiana znaku nieréwnosci.) Dostajemy

x(x+2) <0
Wykres funkcji x(x + 2) wyglada sie nastepujgco.

~N_ S

_2\_/0

Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnoséci wielomianowej
x(x+2) <0
sg wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
x € (0,2).
Poniewaz zbiér rozwigzan powyzszej nieréwnosci jest podzbiorem dziedziny D, tzn.
(0,2) € D,

stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej

1 x+1
>
X+ 2 X

jest doktadnie ten sam zbiér liczb.

Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnoéci. Widzimy, ze wystepuja w niej dwa wyraze-
nia wymierne o mianownikach postaci: x — 2 oraz x + 2. Oznacza to, Ze nieré6wno$¢ nie jest
okreslona dla x = —2 oraz x =2, awiec D = R\ {-2,2}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wspdélnym
mianownikiem obu utamkéw jest (x + 2)(x — 2). Stad

x+2 x—2 (x+2)(x+2) (x—2)(x—2)

x—2 x+2 (x+2)(x—2) (x+2)(x—2)

_x2+4x+4—(x2—4x+4)_ 8x
N (x +2)(x —2)  (x+2)(x—2)
Nieréwnos¢
x+2 Xz 2
x—2 x+2
jest rownowazna nieréwnosci
8—X <0
(x+2)(x —2) '

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
8x(x +2)(x—2) <0.

Wykres funkcji x(x 4 2)(x — 2) wyglada si¢ nastepujaco.
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(e)

Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnoséci wielomianowej
8x(x +2)(x—2) <0
sg wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
x € (—oo0,—2) U (0,2).
Poniewaz zbiér rozwigzan powyzszej nieréwnosci jest podzbiorem dziedziny D, tzn.
(—o00,—2)U(0,2) C D,
stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej

4—x 1

x—5 1—x

jest doktadnie ten sam zbior liczb.

Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnoéci. Widzimy, Ze wystepuje w niej wyrazenie

wymierne o mianowniku postaci: x> — 6x + 8. Obliczamy wyréznik: A = (—6)2 —4-1-8 =

36 — 32 = 4. Stad /A = 2. Pierwiastki tréjmianu majg postaé
== ==

Oznacza to, ze nierd6wnos¢ nie jest okreélona dla x =2 oraz x =4, a wiec D = R\ {2,4}.

2.

Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wspdélnym
mianownikiem obu utamkéw jest x> — 6x + 8. Stad

2x —5 2x —5 X2 —6x+8  x*—4x+3

x2—6x+8+ _x2—6x+8+xz—6x+8 X2 —8x+20°

Rozl6zmy teraz tréjmian kwadratowy x> — 4x + 3 na czynniki. W tym celu obliczamy jego
wyréznik: A = (—4)2 —4-1-3 =16 — 12 = 4. Stad /A = 2. Pierwiastki tréjmianu maja

postac
442 4-2
x:%:3 oraz x:Tzl.
W konsekwencji x?—6x+8 = (x—1)(x—3). Poniewaz wczesniej wyznaczyliémy pierwiastki
tréjmianu x? — 6x + 8, ktérymi sg liczby 2 oraz 4, jego postac iloczynowa to: x> — 6x + 8 =

(x —2)(x —4). Nier6wno$¢
2x —5 1
X2 —6x+8
jest zatem réwnowazna nier6wnosci

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
(x—1)(x—3)(x—2)(x—4) <0.

Wykres funkcji (x —1)(x — 3)(x — 2)(x — 4) wyglada sie nastepujaco.
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Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnosci wielomianowej
(x=Dx=3)(x-2)(x—4) <0
sg wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
x € [1,2] U [3,4].

Uwzgledniajac dziedzine pierwotnej nieréwnosci wymiernej

2x —5

T <1
x2—6x+8

stwierdzamy, Ze jej rozwigzaniami sg te liczby x, ktére spetniajg warunek
€ [1,2)U[3,4).

Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnosci. Widzimy, ze wystepuje w niej wyrazenie
wymierne o mianowniku postaci: x2 — 8x + 20. Zwréémy uwage, ze wielomian x? — 8x + 20
nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych, poniewaz jego wyréznik (delta) jest ujemny
A = (—8)>—4-1-20 = 64 — 80 = —16. Oznacza to, ze nieréwnos$¢ wymierna jest okreslona
dla wszystkich liczb rzeczywistych, a wiec D = R.

Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wspdélnym
mianownikiem obu utamkéw jest x> — 8x + 10. Stad

5x — 48 5x — 48 X2 —8x+20 x*—3x—28

2 8120 1T x0T X2 8x 120 X2 _8x120°

Przedstawmy teraz tréjmian kwadratowy x> — 3x — 28 w postaci iloczynowej. Obliczamy
wyréznik: A = (=3)2 —4-2-(—28) =9+ 112 = 121. Stad VA = 11. Pierwiastki tréjmianu

= = ; = =

W konsekwencji x? — 3x — 28 = (x — 7)(x + 4). Nieréwnos¢

—4.

5x — 48
AR S |
x? —8x +20
jest zatem réwnowazna nieréwnosci
(x—7)(x+4)

x2—8x+20 7

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
(x —7)(x + 4)(x*> — 8x 4+ 20) > 0.
Wiemy juz, ze tréjmian kwadratowy x*> — 8x + 20 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Poniewaz wspoélczynnik przy najwyzszej potedze jest dodatni, ramiona paraboli, ktéra jest
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(g)

wykresem tego tréjmianu, skierowane s ku gérze. Oznacza to, ze x> — 8x +20 > 0 dla
dowolnego x € R. Mozemy zatem podzieli¢ obie strony nieréwnosci

(x—7)(x+4)(x*> —8x+20) >0

przez wyrazenie x> — 8x + 20, ktére jest zawsze dodatnie, co nie wptywa na kierunek
nieréwnosci. Dostajemy
(x—7)(x+4)>0.

Wykres funkgcji (x — 7)(x + 4) wyglada sie nastepujaco.

\ /..

— 7

Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnoséci wielomianowej
(x—=7)(x+4) =0.
sa wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
x € (—oo,—4] U [7,+00).
Poniewaz zbiér rozwigzan powyzszej nieréwnosci jest podzbiorem dziedziny D, tzn.
(—oo0,—4] U [7,4+00) C D,

stwierdzamy, Ze rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej
5x —48
> —1
x= —8x + 20

jest doktadnie ten sam zbidr liczb.

Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnosci. Widzimy, ze wystepuja w niej dwa wy-

2 — x — 2 oraz x? + 2x + 1. Zauwazmy, ze

razenia wymierne o mianownikach postaci: x
drugi z tych tréjmianéw mozemy zapisaé przy pomocy wzoru skréconego mnozenia:
x2 4+ 2x + 1 = (x + 1)2. Aby roztozy¢ tréjmian x* — x — 2 na czynniki liniowe obliczamy
jego wyréznik: A = (—1)2—4-1-(—2) = 1+ 8 = 9. Stad VA = 3. Pierwiastki tréjmianu
x?> — x — 2 maja postaé

~1+3 1-3

> =2 oraz x:T:—l.

— x — 2 rozktada sie na iloczyn: x> — x — 2 = (x — 2)(x + 1). Oznacza

X

Zatem tréjmian x>

to, Zze nier6wnos¢ nie jest okreslona dla x = —1 oraz x = 2, poniewaz sg to pierwiastki
obydwu mianownikéw, dla ktérych wyrazenia wymierne traca sens (dzielenie przez zero).
Zatem dziedzing nieréwnosci jest zbiér D = R\ {—1,2}.

Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wspdélnym
mianownikiem obu utamkéw jest (x + 1)2(x — 2). Stad

2 1 2 1
x2—x—2 xX2+2x+1 (x+1)(x—2) (x+1)?
B 2(x+1) x—2
T (x+12(x—2)  (x+12(x—2)
B x+4
(x +1)2(x—2)°
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(h)

Niero6wnoscé
2 1 -
X2—x—2 x24+2x+1

jest zatem réwnowazna nier6wnosci

0

x+4

criPx—2) =

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
(x+4)(x+1)*(x—2) <0.

Wykres funkgji (x + 4)(x + 1)*(x — 2) wyglada si¢ nastepujaco.

\ + /.

- ~1

Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnoséci wielomianowej
(x+4)(x+1)*(x—2) <0.
sgq wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
x € (—4,-1)uU (-1,2).
Poniewaz zbiér rozwigzan powyzszej nieréwnosci jest podzbiorem dziedziny D, tzn.
(=4,-1)u(-1,2) C D,

stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej

2 1

— <0
X2—x—2 x242x+1

jest doktadnie ten sam zbidr liczb.

Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnoéci. Widzimy, ze wystepuja w niej dwa wy-
razenia wymierne o mianownikach postaci: x24+x—2oraz x* —2x + 1. Zauwazmy, ze
drugi z tych tréjmianéw mozemy zapisa¢ przy pomocy wzoru skréconego mnozenia:
x? —2x+1 = (x —1)2 Aby roztozy¢ tr6jmian x* + x — 2 na czynniki liniowe obliczamy jego
wyréznik: A =12 —4-1-(—2) =1+ 8 = 9. Stad VA = 3. Pierwiastki tréjmianu x* + x — 2
majg postac

x—_1+3—1 oraz x—_1_3
2 2

— x — 2 rozktada sie na iloczyn: x? + x — 2 = (x + 2)(x — 1). Oznacza

=2

Zatem tréjmian x>

to, ze nieré6wno$¢ nie jest okreslona dla x = 1 oraz x = —2, poniewaz sg to pierwiastki
obydwu mianownikéw, dla ktérych wyrazenia wymierne tracg sens (dzielenie przez zero).
Zatem dziedzing nieréwnosci jest zbiér D = R\ {—2,1}.
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Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wspdélnym
mianownikiem obu utamkéw jest (x — 1)%(x +2). Stad

3 2 B 3 2
X2+x—2 xX2—2x+1 (x—1)(x+2) (x—1)?

B 3(x—1) _ 2(x +2)

C (x—=1)2(x+2) (x—1)2(x+2)
B x—7

(x —1)2(x+2)
Nieré6wnosé
3 2

— >0
x24+x—2 x2—2x+1
jest zatem réwnowazna nieréwnosci

x—7

1212

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
(x=7)(x—1)*(x+2) > 0.

Wykres funkgcji (x —7)(x — 1)%(x +2) wyglada sie nastepujgco.

Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnosci wielomianowej
(x—=7)(x —1)*(x+2) > 0.

sa wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
x € (—oo,—2) U (7, 4+00).

Poniewaz zbiér rozwigzan powyzszej nieréwnosci jest podzbiorem dziedziny D, tzn.
(—o0,—2) U (7,400) C D,

stwierdzamy, Ze rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej

3 2

_ 0
ix—2 X—2x+1°

jest doktadnie ten sam zbidr liczb.
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(i) Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnosci. Widzimy, ze wystepuja w niej dwa wyraze-
nia wymierne o mianownikach postaci: x?+5x+8 oraz x> —3x+4. Zwréémy uwage, ze zaden
z powyzszych tréjmianéw nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych, poniewaz ich wyréznik
(delta) sg ujemne: A} = 52-4.1.8 =25—40 = —150raz Ay = (—3)?—4-1-4 =9—-16 = —7.
Oznacza to, ze nieréwno$¢ wymierna jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych, a
wiec D =R.
Przechodzimy teraz do rozwigzania nieréwnosci w obrebie tej dziedziny. Wsp6lnym
mianownikiem obu utamkéw jest (x? + 5x + 8)(x? — 3x +4). Stad

x+2 B x—8
x24+5x+8 x2—-3x+4

(x +2)(x% —3x +4) (x — 8)(x% + 5x + 8)

(X2 4+5x+8)(x2—3x+4) (x2+5x+8)(x2—3x +4)

X3 —3x% 4 4x +2x% — 6x + 8 — (x> + 5x% + 8x — 8x? — 40x — 64)
N (x2 +5x + 8)(x2 — 3x + 4)

B 2x? + 30x + 72
(X2 45x+8)(x2 —3x+4)

Przedstawmy teraz tréjmian kwadratowy 2x? 4 30x + 72 w postaci iloczynowej. Obliczamy
wyréznik: A = 30?2 —4-2-72 = 900 — 576 = 324. Stad v/A = 18. Pierwiastki tréjmianu maja

postac
x—_30+18——3 oraz X_—3O—18_
-— = -— =

W konsekwengji 2x% 4 30x + 72 = 2(x + 12)(x + 3). Nieréwnos¢

—12.

x4+ 2 B x—8
x2+5x+8 x2—3x+47~

jest zatem réwnowazna nieréwnosci

2(x +12)(x + 3)
(x2+5x+8)(x2 —3x+4) ~

Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
2(x +12)(x +3)(x% +5x + 8) (x> — 3x + 4) > 0.

Wiemy juz, ze tr6jmiany kwadratowe x* + 5x + 8 oraz x> — 3x + 4 nie majg pierwiastkéw
rzeczywistych. Poniewaz wspétczynniki przy najwyzszych potegach s dodatnie, ramiona
paraboli, ktére s wykresami tych tréjmianéw, skierowane sg ku goérze. Oznacza to, ze
x? +5x + 8 > 0 oraz x*> — 3x + 4 > 0 dla dowolnego x € R. Mozemy zatem podzieli¢ obie
strony nier6wnosci

2(x +12)(x +3)(x® +5x + 8)(x? —=3x +4) >0
przez iloczyn (x2 +5x + 8)(x2 —3x + 4), ktory jest zawsze dodatni. Dostajemy
2(x +12)(x+3) > 0.

Wykres funkdji (x + 12)(x + 3) wyglada si¢ nastgpujaco.
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Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnosci wielomianowej
2(x+12)(x+3) =0
sa wszystkie liczby rzeczywiste spelniajace warunek
x € (—oo,—12] U [-3 + 00).
Poniewaz zbiér rozwigzan powyzszej nieréwnosci jest podzbiorem dziedziny D, tzn.
(—o0,—12] U[-3 4 00) C D,

stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej

x4+ 2 B x—8 S
x24+5x+8 x2—3x+4~

jest doktadnie ten sam zbidr liczb.

Zaczniemy od opisania dziedziny nieréwnosci. Widzimy, ze wystepuja w niej dwa wy-
razenia wymierne o mianownikach postaci: x> — 4x + 9 oraz x? — 5x + 7. Zwr6émy
uwage, ze zaden z powyzszych tréjmianéw nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych,
poniewaz ich wyréznik (delta) sa ujemne: Ay = (—4)> —4-1-9 = 16 — 36 = —20 oraz
Ay = (—5)2 —4-1-7 = 25— 28 = —3. Oznacza to, ze nieréwno$¢ wymierna jest okreslona
dla wszystkich liczb rzeczywistych, a wiegc D = R. Przechodzimy teraz do rozwigza-
nia nieréwno$ci w obrebie tej dziedziny. Wspdélnym mianownikiem obu ulamkéw jest
(x? —4x +9)(x*> — 5x + 7). Stad

x—1 B x—3
x2—4x+9 x2—5x+7

(x —1)(x*> —5x +7) (x —3)(x?> —4x +9)

- (x2 —4x +9)(x2 —5x+7) (x2—4x+9)(x2—5x+7)

=52+ 7x —x? +5x — 7 — (x® — 4x? + 9x — 3x? + 12x — 27)
N (x2 —4x +9)(x2 —5x +7)

B xZ —9x + 20
(2 —4Ax+9)(x2—5x+7)

Przedstawmy teraz tréjmian kwadratowy x* — 9x + 20 w postaci iloczynowej. Obliczamy
wyréznik: A = (—9)? —4-1-20 = 81 — 80 = 1. Stad VA = 1. Pierwiastki tréjmianu maja

postac
9+1 9—-1
x:%:5 oraz X:T:4.
W konsekwencji x2 — 9x + 20 = (x — 4)(x — 5). Nier6wnos¢
x—1 x—3
— <
x2 —4x+9 x2—-5x+7

jest zatem rownowazna nieréwnosci

(x —4)(x —5)

< 0.
(x2 —4x +9)(x2 —5x + 7) <0
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Teraz przeksztalcamy wyrazenie wymierne do postaci iloczynu wielomianéw:
(x —4)(x —=5)(x* —4x +9) (x> —5x + 7) < 0.

Wiemy juz, ze tréjmiany kwadratowe x> — 4x + 9 oraz x? — 5x + 7) nie maja pierwiastkéw
rzeczywistych. Poniewaz wspétczynniki przy najwyzszych potegach sa dodatnie, ramiona
paraboli, ktére sg wykresami tych tréjmianéw, skierowane sg ku goérze. Oznacza to, ze
x2 —4x +9 > 0 oraz x> — 5x + 7) > 0 dla dowolnego x € R. Mozemy zatem podzieli¢ obie
strony nieréwnosci

(x—4)(x = 5)(x* —4x +9)(x* =5x +7) <0
przez iloczyn (x* — 4x + 9)(x* — 5x + 7), ktry jest zawsze dodatni. Dostajemy
(x—4)(x—5) <0.

Wykres funkcji (x — 4)(x — 5) wyglada si¢ nastepujaco.

Na jego podstawie mozemy odczytaé, ze rozwigzaniem nieréwnosci wielomianowej

(x—4)(x—5) <0
sg wszystkie liczby rzeczywiste spelniajgce warunek
€ [4,5].
Poniewaz zbiér rozwigzan powyzszej nieréwnosci jest podzbiorem dziedziny D, tzn.
4,5 € D,

stwierdzamy, ze rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej

x—1 B x—3
—4x+9 x2—5Bx+7

jest doktadnie ten sam zbidr liczb.

10.4. Dla kazdego x € R\ {0} mamy

2
_ (x—i— 1) [<x+ 1) —3] — () [P0 — 3.
X X

Jezeli zatem dla pewnej liczby a warto$¢ f(a) jest calkowita, to g(a) € Z. Jezeli ponadto f(a) jest
liczbg parzysta, to g(a) = f(a) [f2(a) —3] jest réwniez liczbg parzysta. Z drugiej strony, jezeli f(a)
jest liczba nieparzysta, to f2(a) — 3 jest liczba parzysta i w konsekwendji parzyste jest réwniez
g(a).
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10.6.

10.7.

Dla kazdego x € R\ {3} mamy
x—5 x—3 2 2

f(x):x—37x—3_x—3: x—3

Zalézmy, ze punkt (a, f(a)) lezacy na wykresie funkdji f jest taki, ze a, f(a) € Z. Wtedy

2
fla)—1=— 7.
(a) T3¢

Oznacza to, ze (a — 3)[2. Stad a — 3 € {—2,—1,1,2} i w konsekwengcji a € {1,2,4,5}. A zatem
jezeli punkt (a,f(a)) z wykresu funkgji f ma obydwie wspoéirzedne catkowite, to a jest jedng z
czterech liczb 1,2, 4, 5. Innymi stowy do wykresu funkgji f nalezg co najwyzej cztery punkty o
obu wspotrzednych catkowitych. Latwo sprawdzié, ze w kazdym z tych czterech przypadkow
otrzymujemy punkt (a, f(a)) o obydwu wspétrzednych catkowitych. Mamy bowiem f(1) = 2,
f(2) =3, f(4) = —1 oraz f(5) = 0. Wykazalisémy wiec, ze do wykresu funkcji f nalezg doktadnie
cztery punkty o obu wspétrzednych catkowitych.

(a) Najpierw zauwazmy, ze mianownik utamka
x+15
x2 —25
mozna rozlozy¢ na iloczyn dwéch czynnikéw liniowych: (x —5)(x + 5). Wobec tego dany

utamek mozemy zapisaé¢ w postaci utamkéw prostych

x+15 A B

(x —5)(x +5) x—5+x+5'

gdzie A oraz B sa stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych statych.
Mnozymy obie strony powyzszej rownosci przez (x — 5)(x + 5) i dostajemy

x+15=A(x+5) + B(x —5).

W tym miejscu mozemy postapié¢ na rézne sposoby. Jedng z metod jest uporzadkowanie
prawej strony i poréwnanie wspéiczynnikéw przy odpowiednich potegach zmiennej x. My
jednak wybierzemy prostsze podejécie — podstawimy do powyzszej réwnoéci odpowiednie
warto$ci x. Warto zauwazy¢, ze dla x = 5 zeruje sie czynnik (x —5), a dla x = —5 — czynnik
(x +5). Wtedy

x=5 — b5+15=A(5+5)+B(5-5),
x=-5 — —S5+15=A(-5+5)+B(-5-5).
Otrzymujemy zatem uktad réwnarni

20 =10A oraz 10 = —10B,

skad wynika, ze A =2 oraz B = —1. Podsumowujac, mamy

x+15 2 1

(x—5)(x+5) x—5 x+5

(b) Najpierw zauwazmy, ze mianownik utamka

x—12
x2 —16
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(c)

mozna rozlozy¢ na iloczyn dwoéch czynnikéw liniowych: (x —4)(x + 4). Wobec tego dany
utamek mozemy zapisaé¢ w postaci utamkéw prostych

x-12 A , B

x2—16 x—4 x+4’

gdzie A oraz B sg stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych statych.

Mnozymy obie strony powyzszej réwnosci przez (x — 4)(x + 4) i dostajemy
x—12=A(x+4) + B(x —4).

Zwréémy uwage, ze dla x = 4 zeruje sie czynnik (x — 4), a dla x = —4 — czynnik (x + 4).
Wtedy

x=4 — 4-12=A(4+4)+B(4—-4),
x=—4 — —4-12=A(—4+4)+B(—4—-4).
Otrzymujemy zatem ukfad réwnan
—8=8A oraz —16= -8B,

skad wynika, ze A = —1 oraz B = 2. Podsumowujgc, mamy

x-12 1 2
x2—16 x—4 x+4

Zaczniemy od roztozenia mianownika ufamka
3x —3
x* —5x +6’
czyli tr6jmianu kwadratowego x*> — 5x + 6 na czynniki. Obliczamy wyréznik: A = (—5)% —

4-1-6=25-24=1.Stad VA = 1, wiec pierwiastki tréjmianu x> — 5x -+ 6 sg postaci

x—ﬂ—?) oraz x—E—
== ==

Zapisujac wielomian x? —5x + 6 w postaci iloczynowej x> —5x +6 = (x —3)(x—2), widzimy,

2.

ze dany ulamek mozemy zapisa¢ za pomoca utamkéw prostych w postaci

3x—3 3x—3 A B

X2 —5x+6 (x—3)(x—2) _x—3+x—2'

gdzie A oraz B sa stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych statych.
Mnozymy obie strony powyzszej réwnosci przez (x — 3)(x — 2) i dostajemy

3x —3=A(x—2)+B(x—3).
Zwréémy uwage, ze dla x = 2 zeruje sie czynnik (x — 2), a dla x = 3 — czynnik (x — 3).
Wtedy
x=2 — 3:2-3=A(2-2)+B(2-3),
x=3 — 3-3-3=A(3-2)+B(3-3).
Otrzymujemy zatem ukfad réwnan

3=—B oraz 6=A,

skad wynika, Ze A = 6 oraz B = —3. Podsumowujac, mamy

3x—3 6 3

X2—5x+6 x—3 x-2
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(d)

(e)

Zaczniemy od rozlozenia mianownika utamka

5x + 10
x? 4+ 3x —4’
czyli tréjmianu kwadratowego x? + 3x — 4 na czynniki. Obliczamy wyréznik: A =32 — 4 -
1-(—4) =9+ 16 = 25. Stad VA = 5, wiec pierwiastki tréjmianu x> + 3x — 4 sg postaci

345 —-3-—-5
X = =1 oraz x= =

—4.
2 2

Zapisujac wielomian x2 +3x —4 w postaci iloczynowej x? +3x —4 = (x —1) (x +4), widzimy,
ze dany ulamek mozemy zapisa¢ za pomoca utamkéw prostych w postaci

5x + 10 5x + 10 A B

x24+3x—4 (x—1)(x+4) x-—1 +x+4’

gdzie A oraz B sg stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych statych.
Mnozymy obie strony powyzszej réownosci przez (x — 1)(x + 4) i dostajemy

5+ 10 =A(x+4) +B(x—1).

Zwréémy uwage, ze dla x = —4 zeruje sie czynnik (x +4), a dla x = 1 - czynnik (x —1).
Wtedy

x=-4 — 5.(—4)+10=A(—4+4)+B(—-4—1),
x=1 — 5.1+10=A(1+4)+B(1—1).

Otrzymujemy zatem uktad réwnan
—10=-5B oraz 15=05A,

skad wynika, ze A = 3 oraz B = 2. Podsumowujac, mamy

5+10 3 N 2
x24+3x—4 x—1 x+44"
Ulamek
x+3
(x +1)2

mozemy zapisa¢ za pomocg utamkéw prostych w postaci

x+3 A B

12 x+1 k17

gdzie A oraz B sg stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych statych.
Mnozymy obie strony powyzszej réwnosci przez (x + 1)? i dostajemy

x+3=A(x+1)+B.

Zauwazmy, ze dla x = —1 zeruje sie czynnik (x + 1). Drugg warto$¢ x mozemy dobrac
dowolnie, jednak warto wybra¢ taka, ktéra uprosci dalsze obliczenia. Na przykfad, mozemy
przyja¢ x = 0. Wéweczas:
x=—1 — (-1)+3=A(-1+1)+B,
x=0 — 0+3=A(0+1)+B.
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()

(g)

Otrzymujemy zatem uktad réwnan

B =2,
A+B=3,
skad wynika, ze A =1 oraz B = 2. Podsumowujac, mamy

x+3 1 n 2
(x+1)2 x+1 (x+1)%

Ulamek
x+5

(x —1)2

mozemy zapisa¢ za pomocg ulamkéw prostych w postaci

x+5 A B

(x—1)2 R (x—1)%’

gdzie A oraz B sa stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych statych.
Mnozymy obie strony powyzszej réwnosci przez (x — 1)?i dostajemy

x+5=A(x—1)+B.

Zauwazmy, ze dla x = 1 zeruje sie czynnik (x — 1). Drugg warto$¢ x mozemy dobrac
dowolnie, jednak warto wybrac taka, ktéra uprosci dalsze obliczenia. Na przyktad, mozemy
przyjaé x = 0. Wéwczas:

x=1 — 1+5=A(1-1)+B,

x=0 — 0+5=A(0-1)+B.

Otrzymujemy zatem uktad réwnan
B =6,
B—A=35,
skad wynika, ze A =1 oraz B = 6. Podsumowujac, mamy

x+5 1 6

(x —1)2 :x—l+ (x —1)%

Zwréémy uwage, ze tréjmianu x? + 4 nie mozna rozfozy¢é na czynniki liniowe, gdyz jego
wyréznik (delta) jest ujemny: A =02 —4 -1 -4 = —16. Zatem Ulamek

8x2+x+16
(x —3)(x2 +4)

mozemy zapisa¢ za pomocg utamkéw prostych w postaci

82 +x+ 16 A Bx+C

x—3)x2+4) x—3 ' x214’

gdzie A, B oraz C sg stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych stalych.
Mnozymy obie strony powyzszej réwnosci przez (x — 3)(x? + 4) i dostajemy

8x24+x+16 =A(x*> +4) + (Bx+ C)(x —3).
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Zauwazmy, ze dla x = 3 zeruje sie czynnik (x—3). Pozostate dwie wartosci x mozemy dobra¢
dowolnie, jednak warto wybra¢ takie, ktére uproszcza dalsze obliczenia. Na przykiad,
mozemy przyjaé x = 0 oraz x = 1. Wéwczas:

x=3 — 8:3+3+16=A(3*+4)+(3-B+C)(3-3),
x=0 — 8:-0°4+0+16=A(0>+4)+(0-B+C)(0—23),
x=1 — 8-1°+1+16=A(1>4+4)+(1-B+C)(1—23).

Otrzymujemy zatem uktad réwnan

13A =91,
4A —3C =16,
5A —2B —2C =25,

skad wynika, ze A =7, B =1 oraz C = 4. Podsumowujac, mamy

8x2+x+16 7 x + 4

x—3)2+d) x—3 214

(h) Zwréémy uwage, ze tréjmianu x> + 2 nie mozna rozlozyé na czynniki liniowe, gdyz jego
wyréznik (delta) jest ujemny: A = 0> —4 -1 -2 = —8. Zatem Utamek

3x+6
(x —4)(x* +2)

mozemy zapisa¢ za pomocg utamkéw prostych w postaci

3x + 6 A Bx + C

x—4)x2+2) x—4 ' x12’

gdzie A, B oraz C sg staltymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych stalych.
Mnozymy obie strony powyzszej rownoéci przez (x — 4)(x? + 2) i dostajemy

3x+6=A(x*+2)+ (Bx+ C)(x —4).

Zauwazmy, ze dla x = 4 zeruje si¢ czynnik (x—4). Pozostale dwie warto$ci x mozemy dobra¢
dowolnie, jednak warto wybra¢ takie, ktére uproszcza dalsze obliczenia. Na przykitad,
mozemy przyjaé x = 0 oraz x = 1. Wéwczas:

x=4 — 3-4+6=A4>4+2)+4-B+C)4—4),

x=0 — 3.-0+6=A(0>+2)+(0-B+C)(0—4),
x=1 — 3-146=A(124+2)+(1-B+C)(1—4).

Otrzymujemy zatem uktad réwnan
18A =18,
2A —4C =6,
3A —3B—-3C =9,
skad wynika, ze A =1, B = —1 oraz C = —1. Podsumowujac, mamy

3x +6 1 x+1

(x—4)(x2+2) x—4 x2+2

25



Uwagca: Pozostale dwa podpunkty r6znig sie od poprzednich tym, ze tym razem stopierr wie-
lomianu w liczniku jest wiekszy niZz stopieri mianownika. W zwigzku z tym musimy najpierw
podzieli¢ wielomian w liczniku przez wielomian w mianowniku, aby wyodrebni¢ czynnik
,catkowity”. Operacja ta przypomina rozdzielanie utamka niewlasciwego na czesé¢ catkowity
i ufamek wlasciwy, na przykiad:

11 1

=54 =

2 +2
lub

4 4’

(i) Rozwazmy wyrazenie wymierne

x3 —4x? +4x + 4
(x—2)(x—1)

Korzystajac ze schematu Hornera, w pierwszym kroku podzielimy wielomian X3 —4x2 +
4x + 4 przez dwumian x — 2. Otrzymujemy

1 —4 4 4
2 2 -4 0
1 -2 0 4

Wynikiem tego dzielenia jest iloraz Q1 (x) = x? — 2x oraz reszta Ry (x) = 4. Mozemy wiec
zapisaé x® — 4x% + 4x + 4 = (x — 2)(x* — 2x) + 4. W kolejnym kroku dzielimy wielomian
x? — 2x przez dwumian x — 1

1 -2 0
1 1 -1
1 -1 -1
W wyniku tego dzielenia otrzymujemy iloraz Qz(x) = x — 1 oraz reszte Ry(x) = —1.

Zatem mozemy zapisaé: x> — 2x = (x — 1) — 1. Podstawiajac to do wczeéniejszej réwnosci,
otrzymujemy

x3—4x2+4x+4:(x—2)[(x—1)2—1] +4=(x—2)(x—12—(x—2) +4.

Stad
X3 —4x2 +4x + 4 6—x
=x=1)+ ——F.
(x—=2)(x—1) (x—2)(x—1)
Wyrazenie wymierne
6—x
(x—2)(x—1)

mozemy zapisa¢ za pomocg utamkéw prostych w postaci

6—x A B

—2x—1) x—2 x—1

gdzie A oraz B sg stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych statych.
Mnozymy obie strony powyzszej rownosci przez (x — 2)(x — 1) i dostajemy

6—x=A(x—1)+B(x—2).
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Zwréémy uwage, ze dla x = 1 zeruje sie czynnik (x — 1), a dla x = 2 — czynnik (x — 2).
Wtedy

Otrzymujemy zatem ukfad réwnan

5=—B oraz 4=A,

skad wynika, ze A = 4 oraz B = —5. Podsumowujac, mamy
6—x 4 _ 5
(x—2)(x—1) x—2 x—1
Ostatecznie
X3 —4x> 4+ 4x + 4 4 5
=x—1+—— .
(x—2)(x—1) x—2 x—1

Rozwazmy wyrazenie wymierne

X3+ 6x%2+5x+3
(x+1)(x+4)

Korzystajac ze schematu Hornera, w pierwszym kroku podzielimy wielomian x* + 6x? +
5x + 3 przez dwumian x + 1. Otrzymujemy

1 6 53
—1 -1 =50
1 5 0 3

Wynikiem tego dzielenia jest iloraz Qi (x) = x? + 5x oraz reszta Ry (x) = 3. Mozemy wiec
zapisaé x> + 6x% + 5x + 3 = (x + 1)(x* 4 5x) + 3. W kolejnym kroku dzielimy wielomian
x? + 5x przez dwumian x + 4

1 5 0
—4 -4 —4
1 1 —4
W wyniku tego dzielenia otrzymujemy iloraz Q,(x) = x + 1 oraz reszte Ry(x) = —4. Zatem

mozemy zapisaé: x2 + 5x = (x + 4)(x + 1) — 4. Podstawiajac to do wczeéniejszej réwnosci,
otrzymujemy

P +6x® +5x+3=(x+1)[(x+1)(x+4) —4] +3=(x+1)*(x +4) —4(x+ 1) + 3.

Stad
X3 +6x2 +5x + 3 dx +1
=x+1)-—.
(x+1)(x+4) (x+1)(x+4)
Wyrazenie wymierne
4x +1
(x+1)(x+4)

mozemy zapisa¢ za pomocg utamkéw prostych w postaci

4x +1 A B

(x+1)(x+4) x+1+x—|—4'
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gdzie A oraz B sg stalymi rzeczywistymi. Naszym celem jest wyznaczenie tych statych.
Mnozymy obie strony powyzszej réwnosci przez (x + 1)(x + 4) i dostajemy

dx+1=A(x+4)+B(x+1).

Zwréémy uwage, ze dla x = —1 zeruje sie czynnik (x + 1), a dla x = —4 — czynnik (x + 4).
Wtedy

x=-1 — 4.(-1)+1=A(-1+4)+B(-1+1),
x=-4 — 4.(—4)+1=A(-4+4)+B(-4+1).

Otrzymujemy zatem ukfad réwnan
—3=3A oraz —15=-3B,

skad wynika, ze A = —1 oraz B = 5. Podsumowujac, mamy

4x +1 1 5

(x+1)(x+4) x+1 +x—|—4'

Ostatecznie
X?+6x2+5x+3 1 5

— 14+ — _ ‘
(x+1)(x+4) X+ +x—l—l x+4
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