Rozpziat 7

ELEMENTY KOMBINATORYKI

TEORIA

LiczeBNOSC zBIORU. Jezeli X jest zbiorem skoriczonym, to jego liczebno$¢ (czyli ilos¢ elementow,

ktore zawiera) bedziemy oznaczaé symbolem [X|. Zauwazmy, ze [()| = 0.

Prawo pobawaNia. Jezeli Xj,...,X,, sg skoriczonymi zbiorami parami rozlgcznymi, tzn.
XiNX;=0dlai#j, to|U; Xi| = X IXil.

Prawo MNnoOzENIA. Niech Xj, ..., X, beda skoficzonymi zbiorami. Liczba ciggéw (x1,...,%n),

gdziex; € Xi,1=1,2,...,m, wynosi [Xi| - [Xp| - ... - [Xq].

WARIACJA BEZ POWTORZEN. k-wyrazowq wariacjg bez powtérzen zbioru X nazywamy kazdy ciag

(x1,...,%c) elementéw zbioru X, ktérego wyrazy nie moga sie powtarzaé. Liczba
k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego jest ré(wnan(n —1) - ... -
m—k+1).

PERMUTAC]A jest szczegllnym typem wariacji bez powtdérzen. Permutacjg n-elementowego
zbioru X nazywamy wiec kazdy ciag (x1,...,xn) elementéw zbioru X, ktérego wyrazy nie

moga sie powtarzad. Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

WARIACJA z POWTORZENIAMI. k-wyrazowq wariacjg z powtdrzeniami zbioru X nazywamy kazdy

ciag (x1,...,xx) elementéw tego zbioru. Liczba k-elementowych wariacji z powtérzeniami
zbioru n-elementowego jest réwna n*.

KomBINAC]A BEZ POWTORZEN. k-elementowq kombinacjg bez powtdrzen (lub po prostu kombinacjg)

zbioru X nazywamy kazdy k-elementowy podzbior zbioru X. Liczba k-elementowych kombinacji
zbioru n-elementowego wynosi (7).

KomMmBINAC]A Z POWTORZENIAMI. k-elementowq kombinacjg z powtérzeniami zbioru n-elementowego

X = {x1,...,%xn} nazywamy kazdy ciag (ki, ks, ..., kn) taki, ze k1 + ko + ... + k, = k, gdzie
ki e Nu{0}dlai=1,2,...,n. Traktujgc elementy zbioru X = {x, ..., x} jako kolory, mozna
k-elementowg kombinacje z powtdérzeniami interpretowac jako pomalowanie k identycznych kul
majac do dyspozycji n koloréw w taki sposéb, ze k; kul pomalowanych jest kolorem x;, k; kul

kolorem x,, itd. Liczba k-elementowych kombinacji z powtérzeniami ze zbioru n-elementowego
n+k71)

jest rowna ("7



KTORY ZE SCHEMATOW WYBORU WYBRAC? Mozna postuzy¢ sie ponizszym zestawieniem.

Czy kolejnos¢ wylosowanych Czy wylosowane elementy

elementow jest istotna? mogq si¢ powtarzac?
wariacja bez powtorzen tak nie
wariacja z powtorzeniami tak tak
kombinacja bez powtorzen nie nie
kombinacja z powtérzeniami nie tak
Z ADANIA

Zadanie 7.1. Ile liczb dwucyfrowych ma parzysty iloczyn swoich cyfr?
Zadanie 7.2. Na ile sposobé6w mozna zapisa¢ w jednym rzedzie

(a) cyfry0,1,...,9,

(b) cyfry0,1,..., 9 tak, by 11 2 staly obok siebie,

(c) cyfry 0,1,..., 9 tak, by 1, 2 i 3 nie tworzyly trzech kolejnych wyrazéw (niezaleznie od
kolejnosci).

Zadanie 7.3. Na ile sposobéw mozna usadzi¢ przy okraglym stole n oséb?

Zadanie 7.4. Zapytano 10 oséb o dzieti ich urodzin. Jak duzy jest zbiér wszystkich mozliwosci
zakladajac, ze rok liczy 365 dni?

Zadanie 7.5. Oblicz ile jest liczb 4-cyfrowych parzystych.

Zadanie 7.6. Na ile wszystkich r6znych sposobéw mozna ustawi¢ w szeregu 4 chtopcéw i 3
dziewczynki tak, aby:

(a) najpierw staly dziewczynki, a nastepnie chlopcy,
(b) pierwszy stat chiopiec,

(c) pierwszy i ostatni stat chlopiec,

(d) zadnych dwoch chtopcéw nie stato obok siebie.

Zadanie 7.7. Przy grze w preferansa kazdy z trzech graczy otrzymuje 10 kart a dwie karty
zostajg do tzw. kupna lub banku. Iloma sposobami mozna rozda¢ karty graczom siedzagcym na
ustalonych miejscach?

Zadanie 7.8. Do przedziatu kolejowego drugiej klasy (dwa rzedy po cztery miejsca) wchodzi
osiem o0s6b. Na ile wszystkich r6znych sposobéw moga one zaja¢ miejsca tak, aby ustalone dwie
osoby A oraz B siedziaty:

(a) obok siebie,

(b) naprzeciwko?



Zadanie 7.9. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna z dziesieciu pari i trzynastu panéw utworzyé
(a) 10 nienumerowanych par tanecznych,
(b) 10 numerowanych par tanecznych.

Zadanie 7.10. Ile jest liczb 4-cyfrowych, w ktérych nie powtarza sie zadna cyfra.

Zadanie 7.11. Mamy osiem réznych ksigzek angielskich, siedem niemieckich i pie¢ polskich.
Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w rzedzie trzy sposréd tych ksigzek?

Zadanie 7.12. Na ile sposobéw z talii 52 kart mozna wybrac 13 kart tak, aby byly wéréd nich
(a) doktadnie 4 asy,
(b) doktadnie 2 asy;,
(c) doktadnie 2 asy i doktadnie 2 kréle?

Zadanie 7.13. Ile mozna wykona¢ tréjkolorowych choragiewek z szesciu barw?

Zadanie 7.14. Alfabet Morse’a sktada si¢ z dwoch réznych elementéw: kreski i kropki. Ile
znakow pisarskich o maksymalnej dtugosci 5 mozna utworzy¢ z tych elementéw?

Zadanie 7.15. Tysiac 0os6b uczestniczacych w festiwalu teatralnym, odpowiedziato na pytania:
1) Ktérg z dziesieciu sztuk uwazasz za najlepszg, 2) ktérg stawiasz na drugim miejscu, 3) ktéra
na trzecim? Czy moze si¢ zdarzy¢, ze wszyscy odpowiedzieli r6znie?

Zadanie 7.16. Obliczy¢ liczbe sposobéw takiego rozmieszczenia dziewieciu kul ponumerowa-
nych liczbami od 1 do 9 w trzech pudetkach ponumerowanych liczbami od 1 do 3, by spelniony
byt warunek:

(a) pudetko nr 1 jest puste,

(b) kulanr1jestw pudetkunr1,

(c) w pudelku nr 1 jest doktadnie jedna kula,
(d) w pudetku nr 1 jest przynajmniej jedna kula,
(e) wpudetku nr 1 jest co najwyzej jedna kula.

Zadanie 7.17. Na ile sposobéw mozna rozda¢ 10 paczkéw 3 osobom. (Zaktadamy, ze paczki sa
nierozréznialne oraz moze zdarzy¢ sie sytuacja, w ktérej pewna osoba nie dostanie paczka.)

Zadanie 7.18. Rzucamy réwnoczesdnie trzema sze$ciennymi kostkami do gry. Ile r6znych wyni-
kéw mozna otrzymad, jezeli

(a) kostki sg identyczne,

(b) kostki sg rézne.



Zadanie 7.19. Na ile sposobéw mozna utozy¢ harmonogram klaséwek na 15 tygodni, przy
zalozeniu, ze w tygodniu mogg by¢ co najwyzej 2 klaséwki, a tydzien sktada sie z 30 godzin
lekcyjnych?

Zadanie 7.20. Na ile sposobéw z klasy sktadajgcej si¢ z 15 dziewczat i 16 chtopcéw mozna
wybraé 5-osobowa delegacje, w ktorej jest 3 chlopcow.

Zadanie 7.21. Ile wszystkich réznych przekgtnych ma n-kat wypukly?

Zadanie 7.22. Na okregu zaznaczono 6 r6znych punktéw. Ile wszystkich réznych wielokatow
o wszystkich wierzchotkach w tych punktach mozna narysowac?

Zadanie 7.23. Ile nastapi powitan, jezeli spotka sie 6 oséb?

Zadanie 7.24. Iloma sposobami moga wejs¢ do wagonu tramwajowego cztery osoby, zaktadajac,
ze wchodzg tylko jednym wejsciem?

Zadanie 7.25. Mamy cztery rodzaje owocéw: jabtka, gruszki, morele i pomararicze. Tworzymy
paczki po pie¢ owocéw w kazdej. Ile mozna otrzymaé w ten sposéb réznych paczek?

Zadanie 7.26. Wyznacz liczbe r6znych ptaszczyzn, ktére mozna poprowadzi¢ w przestrzeni
tréjwymiarowej przez 10 punktéw przy zatozeniu, Ze zadne trzy punkty nie lezg na jednej
proste;j.

Zadanie 7.27. Ile wszystkich ré6znych wynikéw mozna otrzymac, gdy rzucamy dwa razy kostka
i trzy razy monetg?

Zadanie 7.28. Siedmiu zawodnikéw bierze udzial w turnieju warcabowym. Ile partii winni
rozegraé, aby kazdy grat z kazdym i to zar6wno czarnymi, jak i biatymi bierkami?

Zadanie 7.29. Ile jest r6znych rozwigzan réwnania x; + X, + x3 + x4 = 25
(a) w zbiorze liczb catkowitych nieujemnych,
(b) w zbiorze liczb naturalnych.

Zadanie 7.30. Na ile sposob6w mozna potasowac tali¢ 52 kart, by wszystkie 4 asy sgsiadowaty
ze sobg.

RozwiazaNia

7.1. Sposérod wszystkich 90 liczb dwucyfrowych interesujg nas te, ktérych iloczyn cyfr jest parzysty.
Oznacza to, ze co najmniej jedna z cyfr — jednosci lub dziesigtek — musi by¢ parzysta. Latwiej jednak
policzy¢ te liczby, dla ktérych iloczyn cyfr jest. Dzieje sie tak wtedy, gdy obie cyfry sa nieparzyste.
Mozemy wiec wybieraé cyfre dziesigtek i cyfre jednosci ze zbioru piecioelementowego {1, 3,5,7,9}.
Otrzymujemy zatem 5 - 5 = 25) takich liczb. Skoro doktadnie 25 liczb dwucyfrowych ma iloczyn
cyfr nieparzysty, to pozostate 90 — 25 = 65 liczb musza miec iloczyn cyfr parzysty.



7.2. (a)

(b)

(c)

Dysponujemy dziesigcioma réznymi cyframi: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Chcemy je wszystkie ustawié¢
w jednym rzedzie. Na pierwsze miejsce mozemy wybrac jedng spoéréd 10 cyfr, na drugie po-
zostaje juz tylko 9 mozliwosci, poniewaz jedna cyfra zostata wykorzystana. Na trzecie miejsce
mamy do wyboru 8 cyfr, na czwarte — 7, i tak dalej, az do ostatniego miejsca, gdzie pozo-
staje tylko jedna mozliwo$¢. Laczna liczba wszystkich mozliwych ustawieri (czyli permutacji
dziesieciu elementéw) wynosi: 10-9-8-...-2-1 =10

Traktujemy cyfry 11i 2 jako jedng ,supercyfre”, ktéra zawsze pozostaje razem. Mozemy sobie
wyobrazié, ze cyfry te sg zwigzane gumka lub sklejone. W takim przypadku mamy do usta-
wienia w rzedzie 9 obiektow: 8 ,, zwyklych” cyfr 3,4,5,6,7,8,9,0 oraz jedna ,supercyfre” .
Z poprzedniego przyktadu wiemy, ze liczba sposobéw ustawienia 9 obiektéw w rzedzie wy-
nosi 9!. Dodatkowo cyfry w obrebie ,supercyfry” moga wystepowacé w dwoch kolejnosciach
12 lub 21, co daje 2 mozliwoéci dla kazdej pozycji ,supercyfry”. Laczna liczba wszystkich
mozliwych ustawiert wynosi zatem: 9! - 2.

Sposobéw zapisania cyfr 0,1,2,...,9 tak, by cyfry 1,2, 3 tworzyly trzy kolejne wyrazy jest
doktadnie 8! - 3!. Mamy bowiem 7 ,zwyktych” cyfr 4,5,6,7,8,9,0 oraz jedna ,,supercyfre”
, ktéra moze wystapic¢ w 3! konfiguracjach. Zatem takich zapiséw, w ktérych cyfry 1,2,
nie tworza trzech kolejnych wyrazéw jest 10! — 8! - 3!.

7.3. Odpowiedz zalezy od tego, co rozumiemy przez stwierdzenie, ze dwa sposoby rozsadzenia

uznajemy za jednakowe. Siadajac przy stole istotne jest dla nas, kto siedzi po naszej lewej i prawej

stronie, czyli wazna jest kolejno$¢ sasiadéw. Alternatywnie mozemy patrze¢ tylko na samych

sgsiadow, niezaleznie od strony, po ktdrej siedzg — traktujac ich jako zbiér dwuelementowy.

(a)

(b)

Duwa sposoby rozsadzenia uznajemy za jednakowe, gdy dana osoba ma po lewej stronie zawsze tego
samego, ustalonego, sgsiada L, a po prawej stronie tego samego sgsiada P. Na przykltad, w przypadku
pieciu oséb wszystkie ponizsze ustawienia traktujemy jako jednakowe.
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E @ B ) @ o @ E B @ o @ C
D C C B B A A E E D
Najpierw ustawiamy osoby w szeregu, co mozna uczyni¢ na n! sposobéw. Nastepnie , nawi-
jamy” je, niczym koraliki, na okrag, zaczynajac od ustalonego miejsca. (Na naszych rysunkach
bedzie to punkt najbardziej wysuniety ku gérze.) Poniewaz obrécenie calego uktadu — czyli
przesadzenie wszystkich oséb w prawo o jednakowg liczbe miejsc — nie zmienia ustawienia,
otrzymujemy tacznie

[
T m-1
n

réznych rozmieszczen.

Dwa sposoby rozsadzenia uznajemy za jednakowe, jesli dana osoba ma tych samych sgsiadéw, niezalez-
nie od tego, po ktdrej stronie siedzg. Na przyktad, ponizsze rozsadzenia uznajemy za réwnowazne.



74.

7.5.

7.6.

7.7.

W poréwnaniu z poprzednim przypadkiem, nie tylko obroty calego uktadu nie zmieniajg
ustawienia, lecz takze ,lustrzane” odbicia. Oznacza to, ze tym razem liczba r6znych ustawiery

Wynosi

%(n—l)!.

Mamy do czynienia z ciggami dziesiecioelementowymi, indeksowanymi imieniem i nazwiskiem
kazdej z pytanych os6b. Kazda osoba moze wskazaéjeden z 365 dni roku. Oznacza to, Ze na pierwsze
miejsce mamy 365 mozliwosci wyboru, na drugie réwniez 365, i tak dalej, az do dziesigtego miejsca.
Faczna liczba wszystkich mozliwych ciggéw wynosi zatem: 365 - 365 - ... - 365 = 3651°.

Kazda liczbe czterocyfrowg mozemy zapisaé¢ w postaci ABCD, gdzie A oznacza cyfre tysiecy, B —
cyfre setek, C — cyfre dziesigtek oraz D — cyfre jednosSci. Z warunkéw zadania wiemy, ze

A€{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
B<{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
Ce{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9],
D €{0,2,4,6,8}.

(Zauwazmy, ze A # 0, poniewaz w przeciwnym razie mieliby$my liczbe trzycyfrowa) Mamy wiec
9 mozliwosci wyboru cyfry tysiecy, po 10 mozliwosci wyboru cyfry setek i dziesigtek oraz tylko 5
mozliwoéci wyboru cyfry jednosci. Oznacza to, ze taczna liczba wszystkich czterocyfrowych liczb
parzystych wynosi 9 - 10 - 10 - 5 = 4500.

(a) Najpierw ustawiamy 3 dziewczynki, a nastepnie 4 chtopcéw. W kazdej grupie kolejnos¢
ustawienia jest dowolna. Dziewczynki mozna ustawié¢ na 3! sposobéw, a chtopcéw na 4!
sposobéw. Laczna liczba wszystkich mozliwych ustawieni wynosi zatem: 3! - 4!.

(b) Najpierw wybieramy chlopca, ktéry stanie na pierwszym miejscu. Mozemy to zrobi¢ na 4
sposoby. Pozostaje 6 0s6b, ktére ustawiamy w dowolnej kolejnosci, co daje 6! mozliwosci.
Laczna liczba wszystkich mozliwych ustawiert wynosi zatem: 4 - 6! = 2880.

(c) Najpierw wybieramy chlopca, ktéry stanie na pierwszym miejscu. Mozemy to zrobi¢ na 4
sposoby. Nastepnie wybieramy chlopca, ktdry stanie na ostatnim miejscu. Teraz mamy juz
tylko 3 mozliwosci, poniewaz jeden chlopiec zostal wybrany wczeéniej. Pozostaje 5 0s6b,
ktére ustawiamy w dowolnej kolejnosci, co daje 5! mozliwoéci. Laczna liczba wszystkich
mozliwych ustawiert wynosi zatem: 4 - 3 - 5! = 1440.

(d) Zaczynamy od ustawienia dziewczynek. Mamy 3 dziewczynki, ktére mozemy ustawié¢ w do-
wolnej kolejnoéci na 3! sposobéw. Miedzy dziewczynkami oraz na koricach powstajg 4 ,luki”,
w ktére mozemy wstawié¢ chfopcéw tak, aby zaden nie stat obok drugiego. Mamy 4 chfopcéw i
4 luki, wiec kazdy chiopiec zajmuje jedng luke. Liczba mozliwych ustawieri chfopcéw wynosi
4!. Laczna liczba wszystkich mozliwych ustawiert wynosi zatem: 3! - 4! = 144.

Mamy talie 32 kart i chcemy rozdac je trzem graczom po 10 kart, a dwie karty zostaja do kupna.
Najpierw wybieramy dwie karty, ktére trafig do banku. Mozna to zrobi¢ na (322) sposobow. (Za-
uwazmy, ze nie jest istotna kolejnos¢ kart w banku. Liczy sie tylko ich kolor i warto$¢.) Nastepnie
z pozostatych 30 kart wybieramy 10 kart dla pierwszego gracza na Gg) mozliwosci. Dla drugiego
gracza z pozostatych 20 kart wybieramy kolejne 10 na (%8) sposobow. Trzeci gracz automatycznie
dostaje pozostate 10 kart. Laczna liczba sposobéw rozdania kart wynosi wiec:

(%) (o) (o)

6



7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

(a) Traktujemy pasazeréw A i B jako jedna ,jednostke”, ktérg mozna ustawi¢ w dwéch konfigu-
racjach AB lub BA. W kazdym rzedzie s3 4 miejsca, co daje 3 pary sasiednich miejsc: 1-2, 2-3
i 3—4. Para A-B moze zaja¢ dowolng z tych par. Poniewaz mamy dwa rzedy, daje to facznie
2 -3 = 6 sposobéw umieszczenia pary A-B. Pozostale 6 0s6b mozemy rozmiesci¢ dowolnie
na wolnych miejscach na 6! sposobéw. L.aczna liczba wszystkich mozliwych ustawiert wynosi
wiec: 2 -6 - 6! = 8640.

(b) Kazde miejsce w pierwszym rzedzie ma dokladnie jedno miejsce naprzeciwko w drugim rze-
dzie. Poniewaz sg 4 miejsca w rzedzie, mamy 4 pary miejsc naprzeciwko siebie. Pasazerowie A
i B siadajg naprzeciwko siebie i mogg zamieni¢ si¢ miejscami, co daje 2 mozliwosci ustawienia
tej pary. Pozostate 6 0s6b mozna rozmieéci¢ dowolnie na wolnych miejscach na 6! = 720
sposobdw. Lgczna liczba wszystkich mozliwych ustawiert wynosi wiec: 4 - 2 - 6! = 5760.

(a) Najpierw nalezy wybrac¢ 10 panéw sposéréd 13, ktérzy wezma udziat w taricu. Poniewaz
kolejno$¢ wyboru nie ma znaczenia (liczy sie jedynie sam zbiér wybranych oséb), mozna
to zrobi¢ na (%3) sposobéw. Nastepnie kazdy z wybranych panéw dobiera sobie partnerke
sposréd 10 pan. Pierwszy ma do wyboru 10 mozliwosci, drugi — 9, trzeci — 8 i tak dalej, az
do ostatniego, ktéry ma juz tylko jedng partnerke. Liczba wszystkich mozliwych skojarzen

par wynosi wiec 10-9 - ... -2 -1 = 10!. Ostatecznie catkowita liczba mozliwych sposobéw

13
. |
B

(b) To zadanie rézni sie od poprzedniego tym, ze pary taneczne s3 numerowane. Wiemy juz, ze

utworzenia par tanecznych réwna sie

liczba wszystkich mozliwych sposobéw utworzenia par wynosi

13
. |
B

Teraz nalezy nada¢ kazdej z utworzonych par numer (np. od 1 do 10). Poniewaz mamy 10 par,
sposob6w ich ponumerowania jest 10! (zgodnie z liczbg permutacji dziesiecioelementowego
zbioru). Ostatecznie catkowita liczba mozliwych sposobéw wyboru i ponumerowania par

13
10! - 10!
(10) 10! - 10!

Liczbe czterocyfrowych liczb, w ktérych zadna cyfra si¢ nie powtarza, mozna obliczy¢ w naste-

tanecznych wynosi

pujacy sposob. Pierwsza cyfra, stojgca na miejscu tysiecy, nie moze by¢ zerem, dlatego mamy
do wyboru 9 mozliwosci (od 1 do 9). Po jej ustaleniu druga cyfra moze by¢ dowolng sposréd
pozostatych 9 cyfr, trzecia — spoéréd 8, a czwarta — sposréd 7. Mnozac te mozliwosci, otrzymujemy:

9-9-8-7 =4536.
Zatem istnieje doktadnie 4536 czterocyfrowych liczb, w ktérych wszystkie cyfry sg rézne.

Mamy tacznie dwadziescia r6znych ksigzek — 8 angielskich, 7 niemieckich i 5 polskich. Chcemy
wybraé trzy sposréd nich i ustawic je w rzedzie, przy czym kolejnos¢ ustawienia sie liczy. Najpierw
wybieramy pierwsza ksigzke — mamy dwadzieécia mozliwosci. Druga ksiagzke mozemy wybrac
sposréd pozostatych dziewietnastu, a trzecig sposréd osiemnastu. Mnozac te mozliwosci otrzy-
mujemy 20 - 19 - 18 = 6840. Zatem istnieje doktadnie 6840 sposobéw ustawienia w rzedzie trzech
sposrod tych ksigzek.



7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

Rozwazmy talie 52 kart, w ktérej znajduja sie 4 asy i 4 kréle. Chcemy wybra¢ 13 kart, przy czym
spelnione maja by¢ okreslone warunki.

(a) W przypadku wyboru dokladnie 4 aséw, musimy wzig¢ wszystkie asy, co mozemy uczyni¢
tylko na 1 spos6b. Pozostate 9 kart sposrdd 48 pozostalych kart mozna wybraé dowolnie,
poniewaz kolejnos¢ kart w rece nie ma znaczenia. Mozna zrobi¢ to na (498) sposobow. Laczna
liczba wszystkich mozliwych wyboréw 13 kart tak, aby byly wsréd nich 4 asy wynosi

1 48\ (48
9) \9)
(b) Jezeli chcemy, aby w naszym rozdaniu znalazly si¢ doktadnie 2 asy, najpierw wybieramy,
ktore 2 sposréd 4 aséw znajda sie w rozdaniu. Mozna to zrobi¢ na (3) sposobow. Nastepnie

dobieramy pozostate 11 kart sposréd 48 kart niebedacych asami, co mozna uczynié na ()
sposobéw. L.aczna liczba wszystkich mozliwych zestaw6éw 13 kart zawierajacych doktadnie 2

) ()

(c) Jezeli chcemy, aby w rozdaniu znalazly sie doktadnie 2 asy oraz doktadnie 2 kréle, poste-

asy wynosi wiec:

pujemy nastepujaco. Najpierw wybieramy 2 asy sposrdd 4 dostepnych, co mozna uczyni¢
na (3) sposobdw, a nastepnie wybieramy 2 kréle sposrdd 4, co réwniez daje (3) mozliwosci.
Pozostate 9 kart wybieramy sposréd 44 kart, ktére nie sg ani asem, ani krélem. Mozna to
zrobi¢ na () sposob6w. Lacznie daje to

4 4 44
2 2 9
sposobow wyboru kart spelniajgcych te warunki.

Chcemy wykona¢ tréjkolorowe choragiewki z szeéciu dostepnych barw, przy czym kazda chorga-
giewka skfada sie z trzech réznych koloréw, a kolejno$¢ kolor6w ma znaczenie (np. gérny, Srodkowy
i dolny pas). Najpierw wybieramy kolor na gérny pas — mamy 6 mozliwosci. Nastepnie wybieramy
kolor na srodkowy pas, co mozemy zrobi¢ na 5 sposobéw. Kolor dolnego pasa wybieramy na 4
sposoby. Laczna liczba réznych tréjkolorowych choragiewek wynosi zatem: 6 - 5 - 4 = 120.

Alfabet Morse’a skfada si¢ z dwoch znakéw: kropki i kreski. Chcemy utworzyé¢ wszystkie mozliwe
znaki pisarskie o diugosci co najwyzej 5 elementéw. Znak dtugosci 1 mozna utworzy¢ na 2 sposoby,
diugosci 2 na 2 - 2 = 22 = 4 sposoby, dtugosci 3na 2 -2 -2 = 23 = 8 sposob6w, dtugosci 4 na
2% = 16 sposobéw, a dtugosci 5 na 2° = 32 sposoby. Sumujac wszystkie mozliwosci, otrzymujemy
2+4+8+16+32 = 62. Zatem istniejg dokladnie 62 r6zne znaki pisarskie o maksymalnej diugosci
5.

Rozwazmy sytuacje: tysigc 0s6b uczestniczgcych w festiwalu teatralnym odpowiada na pytanie,
ktore z dziesieciu sztuk stawiajg na pierwszym, drugim i trzecim miejscu w swoim rankingu. Kazda
osoba moze wybrac jedng z 10 propozycji na pierwsze miejsce, jedna z 9 na drugie miejsce i jedng
z 8 na trzecie miejsce. Zatem istnieje doktadnie 10 - 9 - 8 = 720 mozliwych zestawéw odpowiedzi.
Poniewaz w festiwalu uczestniczy 1000 oséb, co najmniej dwie osoby muszg wybraé doktadnie
ten sam zestaw trzech sztuk w tej samej kolejnosci. Nie jest wigec mozliwe, aby wszyscy uczestnicy
podali ré6zne odpowiedzi.



7.16. (a) Jezeli pudetko nr 1 ma pozostaé puste, kazda z dziewigciu kul moze trafi¢ wylacznie do
pudetka nr 2 lub nr 3. Pierwsza kula ma do wyboru dwa pudetka, druga — réwniez dwa, i
tak samo kazda kolejna. W efekcie liczba wszystkich mozliwych rozmieszczeri kul wynosi:
2.2.....2=20.

(b) W tym przypadku kula nr 1 ma okres$lone miejsce — pudetko nr 1. Trafia tan na 1 sposéb.
Pozostate osiem kul moze znalez¢ si¢ w dowolnym z trzech pudetek na 3% sposobéw. (Zobacz
rozwigzanie poprzedniego podpunktu.) L.aczna liczba rozmieszczeri kul w pudetkach wynosi:
138

(c) Najpierw wybieramy, ktéra z dziewieciu kul znajdzie si¢ w pudetku nr 1. Mamy 9 mozliwosci.

Pozostale osiem kul musi trafi¢ do pudetka nr 2 lub nr 3. Mozna to zrobi¢ na 28 sposobéw.
Stad liczba wszystkich rozmieszczen kul wynosi 9 - 28.

(d) Liczba wszystkich mozliwych rozmieszczeni 9 rozréznialnych kul w 3 ponumerowanych
pudeltkach 3°. Liczba tych rozmieszczen, w ktérych pudetko nr 1 jest puste, to 2°. Odejmuijac,
otrzymujemy liczbe rozmieszczen, w ktérych w pudetku nr 1 znajduje si¢ przynajmniej jedna
kula: 37 — 2.

(e) ,Conajwyzejjedna” oznacza, ze pudetko nr 1 jest albo puste, albo znajduje sie w nim doktadnie

jedna kula. Sumujac wyniki z podpunktéw (a) oraz (c), otrzymujemy 2° + 9 - 28.

7.17. WyobraZmy sobie 10 paczkéw jako 10 kot
OO0 OO0 0000 O0O0

Aby podzieli¢ je miedzy 3 osoby, potrzebujemy 2 kresek, ktére beda wyznaczac¢ granice miedzy
osobami. Na przyktad uktad

© 0|lo © 0|0 © O ©0 ©
oznacza, ze pierwsza osoba otrzymuje 2 paczki, druga 3, a trzecia 5. Mozliwy jest takze ukifad,

|lo ©o ©o 0o 000 0|l0O

ktéry oznacza, ze pierwsza osoba nie dostata Zadnego paczka, druga 8, a trzecia 2. Kazde mozliwe
rozmieszczenie 10 kétek i 2 kresek odpowiada innemu sposobowi rozdania paczkéw. Upraszczamy
zapis i zamieniamy gwiazdki na zera, a kreski na jedynki. Wéwczas kazde takie rozmieszczenie
mozna przedstawic jako 12-elementowy ciag zer i jedynek zawierajacy dokladnie dwie jedynki.
Liczbe takich ciggéw mozna obliczy¢ jako liczbe sposobéw wyboru miejsc dla jedynek sposréd 12
pozydji, przy czym kolejnos¢ wyboru nie ma znaczenia:

12
()
Zatem istnieje 66 sposoboéw rozdania 10 paczkéw 3 osobom, przy czym dopuszczamy, Ze niektére

osoby mogg nie otrzymac zadnego paczka.

Uwaca: Zadanie to mozna réwniez rozwigzaé, korzystajac ze wzoru na kombinacje z powtérze-
niami. W tym ujeciu paczki traktujemy jak nierozréznialne kule, a osoby jak rézne kolory. Mamy
wiecn = 3 0séb i k = 10 paczkéw, skad:

10+3—-1
(05371
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7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

(a) Poniewaz kostki sg identyczne, mozemy traktowac je jako nierozréznialne kule i skorzystac z
kombinagcji z powtérzeniami. Liczby oczek pelnig role ré6znych koloréw. Mamy wiecn = 6
mozliwych wynikéw (oczka od 1 do 6) i k = 3 kostki. Liczbe r6znych wynikéw, ktére mozna
otrzymac rzucajac trzema identycznymi kostkami jednoczesnie, obliczamy jako:

£2)-(0)-

(b) Teraz kostki sg rozréznialne. Mozemy zalozy¢, ze s3 pomalowane na trzy rézne kolory. W ta-
kim przypadku rzuty (- oraz (-]-)] traktujemy jako rézne, poniewaz pojedyncze oczko
pojawia sie na réznych kostkach. (W poprzednim podpunkcie bylyby uznane za identyczne.)
Zatem mamy do czynienia z tréjelementowymi ciggami, ktérych wyrazy pochodzg ze zbioru
sze$cioelementowego (oczka od 1 do 6). Liczbe réznych wynikéw rzutu trzema rozréznial-
nymi kostkami obliczamy jako: 6 - 6 - 6 = 6% = 216.

Rozwazmy tydzien skladajacy sie z 30 godzin lekcyjnych, przy zalozeniu, ze mogg sie w nim
odby¢ maksymalnie dwie klaséwki. Sytuacja, w ktérej w danym tygodniu nie odbedzie sie Zadna
klasowka, jest jednoznaczna. Po prostu nie przypisujemy zadnej godziny. Formalnie mozna zro-
bi¢ to na (300 ) sposob6w. Jezeli w tygodniu zaplanowana jest jedna klaséwka, godzine, podczas
ktorej sie odbedzie, mozemy wybraé na (310) spos6b. Natomiast jedli przewidziane sa dwie kla-
sowki, wybieramy dwie lekcje sposrdd trzydziestu na (320) sposoby. (Kolejnos¢ wybrania lekcji
nie ma znaczenia.) Uwzgledniajac wszystkie trzy scenariusze, taczna liczba mozliwych wyboréw
harmonogramu dla jednego tygodnia to

(2)+()+(©)

Chcemy teraz wybra¢ godziny przeznaczone na klaséwki na 15 tygodni. W kazdym tygodniu
mozemy to zrobi¢ doktadnie w taki sam sposéb, a wiec Iaczna liczba mozliwych harmonogramoéw

)+ ()]

Rozwazmy klase skladajacq sie z 15 dziewczat i 16 chlopcéw. Checemy wybraé piecioosobowgq

dla wszystkich 15 tygodni wynosi:

delegacje, w ktérej znajda sie dokltadnie trzej chtopcy. Zauwazmy, ze wybierajac sktad delegacji
nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci to zrobimy. Najpierw wybieramy trzech chtopcéw sposréd
szesnastu na (136) sposobéw. Nastepnie wybieramy dwie dziewczeta sposréd pietnastu na (125)
sposoby. Laczna liczba sposobéw utworzenia takiej delegacji wynosi zatem

16\ /15
(5)(z)
Wielokat ma n wierzchotkéw, wiec liczbe wszystkich odcinkéw (zaréwno krawedzi, jak i przekat-
nych) mozna policzy¢ jako liczbe sposobéw wyboru (zbioru) dwoéch réznych wierzchotkéw. Jest
to (). Wypukly n-kat ma n krawedzi, ktére nie sg przekatnymi. Aby obliczy¢ liczbe przekatnych,
wystarczy od catkowitej liczby odcinkéw odjaé liczbe krawedzi:

(;) —n:n(%_l)—n:%n(n—?)).
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7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

Rozwazmy sze$¢ réznych punktéw zaznaczonych na okregu. Chcemy policzy¢, ile réznych wie-
lokatéw mozna utworzy¢ tak, aby ich wierzchotki byly wytacznie tymi punktami. Najmniejszy
mozliwy wielokat to tréjkat, a najwiekszy szeSciokat obejmujacy wszystkie punkty. Najpierw
wyznaczamy liczbe mozliwych tréjkatéw, wybierajac 3 wierzchotki sposréd 6 na (g) = 20 spo-
sob6éw. Nastepnie wybieramy 4 wierzchotki sposréd 6 na (2) = 15 sposobéw. Dla pieciokatow
wybieramy 5 wierzchotkéw spoéréd 6 na (g) = 6 sposobow. Wreszcie sze$ciokat powstaje przez
wziecie wszystkich 6 punktéw. Mozna to zrobié na dokladnie jeden sposéb. Sumujac wszystkie te
przypadki, otrzymujemy 20 4 15 + 6 + 1 = 42. Oznacza to, ze z szeSciu punktéw na okregu mozna
utworzy¢ dokladnie 42 rézne wielokaty.

Kazde powitanie zachodzi miedzy dwiema réznymi osobami, a kolejno$¢ nie ma znaczenia (powi-
tanie A z B to to samo co B z A). Zatem kazde powitanie mozemy traktowac jako dwuelementowy
podzbidr zbioru szesciu os6b. Oznacza to, Ze tacznie nastapi

9-»

Cztery osoby wchodza do tramwaju przez jedno wejécie, a kazda mozliwa kolejnoé¢ wchodzenia

powitan.

traktowana jest jako odrebny sposéb. Pierwsza osobg moze by¢ dowolna z czterech, drugg — do-
wolna z pozostatych trzech, trzecig — dowolna z dwéch pozostatych, a czwarta osoba wchodzi jako
ostatnia. L.aczna liczba mozliwych kolejno$ci wynosi wiec:

4.3-2-1=4!=24.

Oznacza to, Ze istnieja dokladnie 24 r6zne sposoby, w jakie cztery osoby moga wejé¢ do tramwaju
przez jedno wejscie, przy uwzglednieniu kolejnosci wchodzenia.

Zadanie to rozwigzemy, korzystajac ze wzoru na kombinacje z powtérzeniami. W tym ujeciu rézne
rodzaje owocéw traktujemy jak rézne kolory, natomiast poszczegélne owoce w obrebie jednego
rodzaju sg nierozréznialne — przykladowo wszystkie jabtka sg identyczne. Mamy wiecn = 41i

k =5, skad:
5+4-1 8

Oznacza to, ze istnieje 56 r6znych sposobéw przygotowania paczki.

Mamy 10 punktéw w przestrzeni tréjwymiarowej, przy czym zadne trzy punkty nie leza na jednej
prostej. Kazda tréjka punktéw wyznacza dokladnie jedng ptaszczyzne. Zatem liczbe réznych
plaszczyzn mozna policzy¢ jako liczbe wszystkich mozliwych tréjek punktow:

10
= 120.
(5)

Rzucamy dwa razy kostka szeScienng i trzy razy moneta. Kazdy rzut kostkg moze da¢ 6 r6znych
wynikéw, a poniewaz rzuty sa rozrdéznialne, liczba wszystkich mozliwych wynikéw dwéch rzutéw
kostkg wynosi 6 - 6 = 36. Kazdy rzut monetg moze da¢ 2 mozliwe wyniki — orta lub reszke. Trzy
rzuty moneta dajg zatem 2 - 2 - 2 = 8 mozliwych uktadéw wynikéw. Zgodnie z zasadg mnozZenia,
kazdy wynik rzutéw kostka mozna potaczy¢ z kazdym wynikiem rzutéw monetg. W rezultacie
liczba wszystkich réznych wynikéw w tym do$wiadczeniu losowym wynosi 36 - 8 = 288.
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7.28. W turnieju warcabowym bierze udziat siedmiu zawodnikéw. Chcemy, aby kazdy zagrat z kazdym
innym zaréwno czarnymi, jak i biatymi bierkami. Najpierw obliczamy liczbe wszystkich mozliwych
par zawodnikéw. Kazda partia wymaga dwéch graczy, a liczbe par sposréd siedmiu zawodnikéw
mozna wyznaczy¢ ze wzoru na kombinacje: (;) Poniewaz kazda para rozgrywa dwie partie — raz
bialymi, raz czarnymi bierkami — catkowita liczba partii wynosi

) 2-e

Oznacza to, ze aby kazdy zawodnik zagrat z kazdym innym przy obu kolorach, nalezy rozegra¢
42 partie.

7.29. (a) Korzystajac ze wzoru na kombinacje z powtérzeniami dla n = 4 oraz k = 25, otrzymujemy,
ze liczba r6znych rozwigzan réwnania x; + X2 + X3 + x4 = 25 w zbiorze liczb catkowitych

254+4-1 28
(55550 (%) 2

(b) Tym razem szukany rozwigzan réwnania x; + X + X3 + x4 = 25 w zbiorze liczb naturalnych.

nieujemnych wynosi

Wprowadzajac nowe zmienne y; := x; — 1, sprowadzamy powyzsze réwnanie do postaci

Y1 +Yy2+ys+ys =21,

przy czym teraz szukamy rozwigzan w zbiorze liczb catkowitych nieujemnych. Zatem liczba
réznych rozwigzan pierwotnego réwnania wynosi

4421-1 24
(4420 - (29 o

7.30. Chcemy ustali¢, na ile sposobéw mozna potasowac tali¢ 52 kart tak, aby wszystkie cztery asy
znajdowaly sie obok siebie. W tym celu traktujemy je jako jeden element (blok), ktéry w obrebie
siebie mozna ulozy¢ na 4! = 24 rézne sposoby. Pozostale 48 kart razem z blokiem aséw tworza
49 element6éw, ktére mozna ustawi¢ w dowolnej kolejnoéci, co daje 49! mozliwosci. L.aczna liczba
tasowan spelniajgcych warunek, ze wszystkie asy sasiadujg, wynosi zatem: 49! - 4!.
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