Rozpziatr 6

PI1ERSCIENIE Zn

TEORIA

PopzIELNOSE W ZBIORZE LICZB CALKOWITYCH. Moéwimy, ze liczba k € Z dzieli liczbe 1 € Z, gdy

istnieje taka liczba catkowita m, Zze | = m - k. Fakt ten zapisujemy skrétowo k|l i czytamy , k
dzieli 1”.

WLASNOSCI PODZIELNOSCI W ZBIORZE LICZB CALKOWITYCH. Dla dowolnych k, 1, m € Z mamy:

o klk,

e jesli k[l oraz ljm, to k|m,

o jesli k|l oraz Uk, to k = +£1,

o jesli k[l, to k|(m - 1),

e jesli k|l oraz k|m, to k|(l +m);

e jesli k|l oraz kjm, to k|(a - 1+ b - m) dla dowolnych a,b € Z.

NAJWIEKSZYM WSPOLNYM DZIELNIKIEM liczb Ky, k3, ..., k, nazywamy taka liczbe naturalng d, ze

o d|k; dla wszystkichi € {1,2,...,n}oraz

o dla kazdej liczy naturalnej ¢ bedacej wspdlnym dzielnikiem liczb ki, ks, ks, ..., kn
zachodzi warunek c|d.

Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb ki, k5, k3, . . ., kn 0zZnaczamy symbolem NWD(k4, k, . .., Ky ).

Liczey wzGLEDNIE PIERWSZE to takie liczby catkowite ki, ks, ..., k,, dla ktérych najwiekszy

wspoélny dzielnik wynosi 1, tzn. NWD(kyq, kp, k3, ..., kn) = 1.

DZIELENIE Z RESZTA W ZBIORZE LICZB CALKOWITYCH. Dla dowolnych liczb k € Z orazn € N

istniejg jednoznacznie wyznaczone liczby q € Z orazr € {0,1,...,n—1} takie, zek =n-q+7.
Liczbe r nazywamy wtedy resztg z dzielenia k przez n.



Arcoryt™ EukLiDEsa. Do wyznaczenia najwiekszego wspdlnego dzielnika liczb m,n € N
stuzy tzw. algorytm Euklidesa.(Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze m > n.) Algorytm ten bazuje
na nastepujgcej wlasnoéci: Jesli m =n - q + 1, to NWD(m,n) = NWD(n, r).

Dzielimy m przez n z resztg. Mamy m = n - q; + 1ry. Jedlit; = 0, to NWD(m,n) = n,
natomiastjesli 1y # 0, to korzystamy z réwnosci NWD(m, n) = NWD(n, r;) i dzielimy n przez
11 Z reszta. Mamy wiecn = 11 - ¢ +17. Dalej, o ile 1, # 0 wykonujemy kolejne dzielenie z reszta:
T =712 - q3 + 13. Kontynuujemy opisang procedure tak dtugo dopdki nie dostaniemy reszty
réownej 0 (musi to nastgpi¢ w skoriczonej liczbie krokéw, bo reszty malejg). Otrzymujemy
w ten sposéb skoniczony cigg rownosci NWD(m,n) = NWD(n, ) = NWD(r,12) = ...
Ostatnia niezerowa reszta powstajaca w ciggu kolejnych dzielen z resztg w algorytmie Euklidesa
jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb m i n.

Algorytm 1 Najwiekszy wspélny dzielnik (algorytm Euklidesa)
1: procedure NWD(m,n)
2: a<—m
3 b<n
4 while b # 0 do
5 c < reszta z dzielenia a przez b
6: a<+b
7
8

b+«c
end while
9: return NWD(m,n) =a
10: end procedure

A1LcorYT™ EUKLIDESA — PRzykEAD. Obliczyé¢ NWD liczb 3328 oraz 1599. Mamy

3328 = 1599 - 2 + 130,
1599 =130 -12 + 39,
130 =39 -3 + 13,
39 =13-3.

W algorytmie Euklidesa najwiekszym wspdélnym dzielnikiem jest ostatnia niezerowa reszta,
wiec NWD(3328,1599) = 13.

ZBIOR REszT. Mozliwe do otrzymania reszty z dzielenia danej liczby catkowitej dodatniej k
przez liczbe naturalng n, to liczby 0,1,2,3,...,n — 1. Zbior reszt z dzielenia przez liczbe n

oznaczamy symbolem Z,,, tj. Z,, :={0,1,2,...,n—1}.

Dziarania moputro. Dla ustalonego n € N w zbiorze liczb catkowitych okre$lamy dziatania:

+ — dodawania modulo n oraz - — mnoZenia modulo n w nastepujacy sposob:

n n
k + 1 = reszta z dzielenia k 4 | przez n,
n

k - 1 = reszta z dzielenia k - 1 przez n.

n



SymeoL MoD. By zaznaczy¢, ze réwnosci zachodzg modulo n, tzn. reszty z dzielenia lewej
i prawej strony réwnosci przez n sa réwne, stosuje sie symbol mod, np. 4 = 1 (mod 3)
lub (7 +5) = (3-6) (mod6). Wyrazenie 5 = 1 (mod 2) (lub pojawiajace si¢ réwnie czesto
5 = 1(mod 2)) czytamy , pie¢ przystaje do 1 modulo 2”.

LiczBY PRZECIWNE I ODWROTNE W ZBIORACH Z,,. W zbiorach Z,, z dzialaniami modulo mozna

zdefiniowacd pojecie liczby przeciwnej i odwrotnej, podobnie jak robi sie to w przypadku zwy-
ktych dziataii w zbiorze liczb rzeczywistych. Mianowicie liczbe 1 € Z,, nazwiemy przeciwng
do liczby k € Z,, gdy k 4+ 1 = 0. Podobnie liczbe | € Z,, nazwiemy odwrotng do liczby k € Z,,,
gdy k N 1 = 1. O liczbie kn(ale takze o 1) méwimy wtedy, ze jest odwracalna. Liczbe przeciwna

do k oznaczamy symbolem —¥k, a liczbe odwrotng k™.
Uwagca: Kazda liczba k € Z,, zawsze posiada jednoznacznie wyznaczong liczbe przeciwna.
Gdy moéwimy o liczbach odwrotnych sytuacja jest bardziej skomplikowana. Jezeli n > 2 jest

liczbg pierwszg, to kazdy element w Z,, r6zny od 0 ma odwrotnos$¢. W przeciwnym przypadku
W Zn zawsze mozna znalez¢ liczbe r6zng od 0 i 1, ktéra nie posiada liczby odwrotnej.

DzIELNIKI ZERA W Z,,. Jezeli liczba naturalna n > 2 nie jest liczbg pierwsza (tzn. jest liczbg

zlozong), mozna zawsze znalez¢ elementy k, 1 € Z,, \ {0} takie, Ze k - 1 = 0. Liczby takie
nazywamy dzielnikami zera.
ZADANIA

Zadanie 6.1. Wyznaczy¢ najwiekszy wspoélny dzielnik liczb m oraz n, korzystajac z algorytmu
Euklidesa:

(a) m =213 orazn = 144, (e) m = 1840 orazn =759,
(b) m =272 oraz n = 163, (f) m = 1743 oraz n = 945,
(c) m=282orazn =161, (g) m = 2352 oraz n = 268,
(d) m =282 oraz n = 246, (h) m =4319 oraz n = 1232.

Zadanie 6.2. Dla dowolnej liczby naturalnej n € N obliczy¢:
(a) NWD(n,n +1), (b) NWD(n,n + 3).

Zadanie 6.3. Oblicz

(a) 7+ 12, (d) 20+ 13, (g) 7 -4, G) 7 - 13,
15 24 3 4
18 + 12 12 . :
(b) 18112, (e) 124 36, (h) 123, (k) 12 - 10,
(c) 12 + 48, (f) 8+ 20, (i) 18 -4, (1) 6-13.
23 7 5 7



Zadanie 6.4. Uzupemni¢ tabele dla dodawania i mnozenia modulo 5 w zbiorze Zs = {0, 1, 2, 3, 4}.

tlol1/23 4 cl01]2]3 4
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4

Zadanie 6.5. Uzupelni¢ tabele dla dodawania i mnozenia modulo 6 w zbiorze Z¢ = {0, 1,2, 3,4, 5}.

0/1(2|3]4]|5 101112345

Gl | W |~ |ole+
G| W[ N~ o

Zadanie 6.6. ZnajdZ odwrotno$ci wszystkich elementéw réznych od zera w
(@) Z,, (b) Zs, (c) Zs, (d) Zj.
Zadanie 6.7. Wyznacz wszystkie dzielniki zera i wszystkie elementy odwracalne w
(@) Za, (b) Zs, (c) Zs, (d) Zs.
Zadanie 6.8. Za pomocg symbolu mod zapisa¢ nastepujace wyrazenia
(a) liczba n jest parzysta,
(b) liczba n jest nieparzysta,
(c) liczba n przy dzieleniu przez 11 daje reszte 7,
(d) liczba n przy dzieleniu przez 13 daje reszte 8,
(e) liczby m oraz n przy dzieleniu przez 7 dajq takg sama reszte,
(f) liczby m oraz n przy dzieleniu przez 15 dajq taka sama reszte,
(g) reszta z dzielenia liczby m przez 4 jest o 2 wieksza niz reszta z dzielenia liczby n przez 4,
(h) resztaz dzielenia liczby m przez 5 jest 0 3 mniejsza niz reszta z dzielenia liczby n przez 5,
(i) réznica potowy liczby m i podwojonej liczby n jest parzysta,

(j) suma potrojonej liczby m i éwierci liczby n jest nieparzysta.



RozwiazaNia

6.1. Przypomnijmy, ze algorytm Euklidesa mozna opisa¢ trzema nastepujacymi krokami:

Krok 1: Dzielimy wigksza liczbe przez mniejsza i zapisujemy reszte.
Krok 2: Mniejsza liczba staje si¢ ,nowg” wiekszg liczbg, reszta staje sie ,nowym” dzielnikiem.

Kroxk 3: Ostatnia niezerowa reszta to wtasnie NWD.

(a) Wyznaczmy najwiekszy wspélny dzielnik liczb m = 213 oraz n = 144. Mamy
213 =144-1+69,

144 =69 -2 46,
69 =6-11+3,
6=3-2+0.

Zatem NWD(213,144) = 3.
(b) Wyznaczmy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb m = 272 oraz n = 163. Mamy

272 =163 -1+ 109,
163 =109 -1+ 54,
109 =54-2+1,
54 =1-54+0.

Zatem NWD(272,163) = 1.
(c) Wyznaczmy najwigkszy wspélny dzielnik liczb m = 282 oraz n = 161. Mamy

282 =161-1+121,
161 =121-1 440,
121 =40-3+1,
40=1-40+0.

Zatem NWD(282,161) = 1.
(d) Wyznaczmy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb m = 282 oraz n = 246. Mamy

282 =246 -1+ 36,
246 =36 -6+ 30,
36 =30-1+6,
30=6-5+0.

Zatem NWD(282,246) = 6.
(e) Wyznaczmy najwiekszy wspélny dzielnik liczb m = 1840 oraz n = 759. Mamy

1840 =759 - 2 + 322,
759 =322 -2 4115,
322 =115-2+92,
115=92-1+23,

92 =23-4+0.

Zatem NWD (1840, 759) = 23.



(f) Wyznaczmy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb m = 1743 oraz n = 945. Mamy

1743 =945 -1+ 798,
945 =798 -1+ 147,
798 = 147 - 5+ 63,
147 =63 -2+ 21,
63 =21-3+0.

Zatem NWD(1743,945) = 21.
(g) Wyznaczmy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb m = 2352 oraz n = 268. Mamy

2352 =268 - 8 4- 256,
268 =256-1+12,
256 =12 -21+4,

12=4-340.

Zatem NWD(2352,268) = 4.
(h) Wyznaczmy najwiekszy wspélny dzielnik liczb m = 4319 oraz n = 1232. Mamy

4319 =1232 -3 + 623,
1232 =623 - 1 + 609,
623 =609 -1+ 14,
609 =14-43+7,
14=7-240.

Zatem NWD(4319,1232) = 7.

6.2. (a) Zastosujmy algorytm Euklidesa do dwéch kolejnych liczb naturalnych n oraz n 4 1. Mamy

n=1-(n—-1)+1,
n—-1=mn-1)-1+0,

przy czym w pierwszej réwnoéci n — 1 wystepujace po prawej stronie jest dzielnikiem,
aw drugiej dzielna. Zatem ostatnig niezerowa reszta jest 1, a to oznacza, ze NWD (n, n+1) =
1.

(b) Rozwazymy trzy przypadki w zaleznosci od tego jaka reszte daje liczba n przy dzieleniu
przez 3. Zacznijmy od sytuacji, gdy n jest wielokrotnoscig 3, tzn. n = 3k dla pewnego
k € N. Wtedy n + 3 = 3(k + 1). Ale jak wiemy z poprzedniego podpunktu liczy k oraz
k + 1 s wzglednie pierwsze, tzn. ich najwiekszym wspélnym dzielnikiem jest 1. Zatem
NWD(n,n +3) = NWD(3k,3k + 3) = 3.
Zal6zmy teraz, ze n = 3k + 1 dla pewnego k € N. Wtedy n + 3 = 3k + 4. Stosujac algorytm
Euklidesa do liczby 3k + 1 oraz 3k + 4 mamy

3k+4=1-(3k+1)+3,
3k+1=3-k+1,
k=k-1+0.



Zatem NWD(n,n +3) = NWD(3k + 1,3k +4) = 1.
Rozumujac podobnie do poprzedniej sytuacji, mozna pokazaé, ze NWD(n,n+3) =1, gdy
n = 3k + 2 dla pewnego k € N.

6.3. ()4 (b) 13 (c) 14 (d) 9 (e) 0 (£) 0 (g) 1 (h) 0 () 2 (j) 3 (k) 0 (1) 1

6.4.
g01234 s10[1]2]3]4
0/0|1|2|3]|4 0(0[0]|0|0]|O
1112340 1101|234
212(3/4|0]1 21021413
3(3/4|/0(1]2 3/0(3[1(4/|2
4 14(0(1/2|3 4104321

6.5.
Jg012345 cl0]12]34]|5
0/0[1]|2(3]4]|5 0(0]0]0O|0O|O|O
111(2(3[4]|5]|0 1/0[1(2[3|4|5
2(213/4|5/0]1 210(2/4|0|2 |4
3(3/4|5/0(1]2 3/0[3/0(3|0/3
4 4|5/0[1]2]3 410421042
5(5/0/1|2/3|4 5(0(5[4(3|2]|1

Uwaca: Analizujac tabele mnozenia modulo przedstawione w poprzednich przyktadach, mozna
zauwazy¢ interesujaca prawidlowosé: w ostatnim wierszu oraz ostatniej kolumnie, z pominigciem
reszty zerowej, pojawiaja sie kolejno wszystkie liczby od n — 1 do 1 w porzadku malejacym. Nie jest to
przypadek. Rozwazmy (k + 1)-ty element w ostatnim wierszu tabeli mnozenia modulo. Ma on posta¢:

m—1) - k=kn—-k=n-—k.
n

Korzystamy tu z faktu, Zze w pierScieniu reszt Z,, liczby 0,n,2n,3n,...,kn,... sg sobie rtwnowazne
(réwne), poniewaz wszystkie dajg te sama reszte z dzielenia przez n, czyli 0.
66. (a) 171=1
(b) 17! =1oraz2 1 =2
() 171=1,271=3,3"1=20raz4 ! =4
(d) 17'=1,2"1=4,31=54"1=25"1=30raz6 ! =6
6.7. (a) Elementy odwracalne to 1 oraz 3, przy czym 1! = 1 oraz 37! = 3.
Dzielniki zera to 2, bo 2 i 2=0.

(b) Elementy odwracalne to 1 oraz 5, przy czym 17! = 1 oraz 5! = 5.

Dzielniki zera to 2, 3 oraz 4, bo 2 ; 3=0oraz4 ; 3=0.

(c) Elementy odwracalne to 1, 3,5 oraz 7, przy czym 11=1,31=3,51=50raz7 1 =7.

Dzielniki zera to 2, 4 oraz 6, bo 2 ; 4 =0oraz4 ; 6 =0.



(d) Elementy odwracalne to 1,2,4,5,7 oraz 8, przy czym 17! = 1,271 = 5,471 = 7 oraz
571 =2,7"1=40raz8 ! =8.
Dzielniki zera to 3 oraz 6, bo 3 ; 6 =0.

6.8. (a) n=0 (mod2)

i m+2n) =0 (mod?2)

(
(b) n=1 (mod2)
(c) n=7 (mod11)
(d) n =8 (mod13)
(e) n=m (mod7)
(f) n=m (mod 15)
(g) n=(m—2) (mod4)
(h) n=(m+3) (mod5)
) (
) (

@
(G) Bm+ 4n) =1 (mod?2)
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