Rozpziat 5

Z/NAK SUMY
WZOR DWUMIANOWY NEWTONA

TEORIA

ZNAK suMy. Rozwazmy skoficzony ciag liczb a, am1,..., an_1, an. Sume apm +ami1 +...+
an_1 + a, wszystkich elementéw tego ciggu mozemy skrétowo zapisa¢ za pomocg wielkiej
litery sigma ) w postaci

n
E ai.
i=m

Wskaznik i nazywamy wskaZnikiem sumowania, natomiast m nazywamy dolng granicg sumowa-
nia, a n — gorng granica sumowania.

WrasnoScr znaku sumy. Znak sumy ma nastepujgce wtasnoSci:

n

k
° Zai=Zai—|— i a;, gdziem <k <n,
i=m

i=m i=k+1

° 3 (aiibi):iaiiibiz

i i=

° Z ca;=c- Z a; dla dowolnego ¢ € R.

i=m i=m

Sinia. Dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej n silnig nazywamy liczbe n! zdefiniowang

wzorem
1 dlan =0,

m—1)!n dlan>1.

n! =

W szczeg6lnosci: 1! =1,2!=2-1=2,3'=3-2-1=6o0raz4! =4-3-2-1 = 24. Wyrazenie n!
czytamy jako ,n silnia”.

SymeoL NewtoNa. Dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych n, k takich, ze0 <k <n

symbol Newtona (}}) definiujemy wzorem

ny n!
(k)  klm=X)!"

Wyrazenie () czytamy jako ,n po k”.



Wz6r pwuMianowy NewTona. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b oraz dowolnego n €
N U {0} wzorem dwumianowym Newtona nazywamy réwnosé

(a+b)" = (M )a™®+ ("M)am o+ (M)am 202+ " Jater () %
0 1 2 n—1 n

Wykorzystujac znak sumy wzér dwumianowy Newtona mozna zapisa¢ w postaci

(a+Db)" = Z (T]l) a™ bk,

k=0

Wspoétczynniki wzoru dwumianowego mozna obliczy¢ korzystajac z tréjkgta Pascala.

n n n n n n n n n
"6) (6) 6 G) G666 G
0 1
1) 1 1
2| 1 2 1
3] 1 3 3 1
41 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6| 1 6 15 20 15 6 1
71 1 7 21 3 3% 21 7 1
8| 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Z ADANIA

Zadanie 5.1. Korzystajgc ze znaku ) _ zapisz nastepujgce sumy:

(a) 44+5+6-+7+8+9, (f) 349427+ 81+ 243,

(b) 7+8+9+10+11+12, (8) V2+V3+VA+V5+V6+7+5,
() 1—243—4+5—6, (h) 5!+ 6! 4+ 7!+ 8! + 9! + 10! + 11! + 12!,
(d) 2+3—-4+5—-6+7, (i) sinx — 1sin2x + 1 sin3x — § sin4x,
() 2+4+8-+16+32+64+128, (j) —cosx +2cosix —3cos Ix + 4 cos 1x.

Zadanie 5.2. Oblicz nastepujace sumy:

2 7 4 4n—1

(a) ) 31, (@ Y (-1, (e) ) (2i—1), (8) > sin%in,
i=-1 i=3 i=-—1 i=0
1 6 1 4n—1

(b) > 2%, (d) > (=D, (f) ) (2i+1), (h) Zcos%iﬂ.
i=-2 i=2 i=—4 i=0



Zadanie 5.3. Oblicz

o) W@ 0l @@ wl o

Zadanie 5.4. Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych n, k takich, ze 1 < k < n zachodzi

(kT:l) ! (E) - (nzl)'

Zadanie 5.5. Zapisz rozwiniecie wedltug wzoru dwumianowego Newtona dla

rownosé

(a) (2 - \/5)4/ (C) (X’ - 1)5/ (e) (Cl - b)él
(b) (V2—3)4, (d) (1—x)° (f) (a—
Zadanie 5.6. Wyznacz warto$¢ wyrazu stalego w rozwinieciu wyrazenia (1 + x + x1)8.

Zadanie 5.7. Uzasadnij, ktéra z podanych liczb a czy b jest wigksza

(a) a = (1+0,000001)1000000 p — 2 (b) a=10001%, b = 1001°.
RozwiazaNia

9
51. (a) 4+5+6+7+8+9=) i
i=4
12
(b) 7+8+9+10+114+12=) i
i=7
6
() 1-243—-4+5-6=) (-1)"h
i=1

7
(d) 2+3—4+5-6+7=>) (-1
i=2

7
(€) 2+4+8+16+32+64+128=2"+22+23 428427420427 = ) 2F
(f) 3+9+27+81+243 =31 +324+3%4+3*4+3%= Zsl

8
(8) V2+V3+Va+V5+V6+V7+V8=) Vi

i=2
(h) 5460 +71+8+91+100 + 111+ 121 = )il

4 .
1 1 1 _1\i+1
(i) sinx—zsin2x+3sin3x—4sin4x—z( )
im1

4

, 1 1 1 X
(j) —cosx+2cos Ex—3cos §x+4cos <= ;(—1) icos =

sin(ix)



2
52. (a) ) 31*=3-(-12+3-0°4+3-1°+3-22=3+0+3+12=18

i=—1

1
(b) > 2=2-(-2P+2-(-1°+2.0°+2-1°=-16-2+0+2=-16
i=—2

7
(C) Z(_l)i—H — (_1)3—0—1 + (_1)4—0—1 + (_1)5+1 + (_1)6—0—1 + (_1)7+1
i=3

= (—D*+ (=1 + (1) + (=1)7 + (-1)®
—1-1+41-141=1
6

(d) D> ()" = ()2 ()P (D) (D) 4 ()8!
i=2

= (D' + (12 + (17 + (D 4 (1)
=—1+1-1+1-1=-1

() ) 2i-1=R-(-1)-1U+(2-0-1)+(2-1-1)

F—
FR22-1D)+(2:3-1)+(2-4—1)
= 34+ (-1)+1+3+5+7=12

1
) Y Q+1D =2 (4 +U+R2-(-3)+1+[2-(-2)+1]

i=—4
+2-(-1)+1+2-0+1)+(2-1+1)
=74+ (5 +(3)+(-1)+1+3=-12
(g) Przypomnijmy, ze sin0 = sinm = 0. Ponadto sin %71 = 1 oraz sin %7{ = —1. Korzystajac

z faktu, ze funkcja sinus jest 27t-okresowa mozemy powyzsze réwnosci uogdlnié. I tak dla
dowolnego k € Z mamy

4k —1 4k +1
sinkt =0, sin K n=-—1, sin k;— =1
Zatem
4n—1 1 3
Z sin Ein =sin0 + sin ik + sin 7t + sin ik
i=0
. .5 . .7
+ sin 27t + sin ik + sin 37 + sin 57
e
4n — 4n—1
+ sin(2n — 2)7 + sin n 37c+sin(2n—1)71—|—sin L
=0+1+0-1)4+(0+1+0-1)+---+(0+1+0—-1) =0.
(h) Przypomnijmy, ze cos 37 = cos 37 = 0. Ponadto cos0 = 1 oraz cost = —1. Korzystajac

z faktu, ze funkcja cosinus jest 27-okresowa mozemy powyzsze réwnosci uogdélnic. I tak
dla dowolnego k € Z mamy

4k -1 4k -3
7T = COS

CcOos 5 5

2
n=0, cos ETE =1, cos(2k—1)mt=—1.



Zatem
in—1

1
Z cos i = cos 0 + cos =7t + cos 7t + cos §7r
= 2 2 2
5 7
+0052ﬂ+cos§ﬂ+cos37r+cos§7r
PPt
4n -3 —
+ cos(2n — 2)7 + cos n ﬂ+cos(2n—l)7r+cos4n2 17(
=14+0-14+0+(1+0-140)+---+(1+0—-1+0) =0.
7 7! 7
53. (@) (1>_1!-6! 177
6 6! 6
(b) (5)‘5!-11_1
5 5! 5.4
(©) (3)‘3!-21 5 =
6 6! 6-5-4
(d) <3>_3!-3'_3-2-1_20
9 9! 9.-8-7-6
(e) <4>_4!-5'_4-3-2-1_126
10 10! 10-9-8
f = =
® <3> 3.7t 3.2-1 120
5.4. Dla dowolnegon € Noraz 1 < k < n na podstawie definicji symbolu Newtona mamy

1<k
n ny n! n!
(k—l) * (k) T D= (k—1  Km—k)!

~nlk+nln+1-k)

Km+1)—k!
nln+1)
CKn+1) =K
B (m+1)! _(n+1
k![(n+1)—k]!( k )
t /4
4 _ 4—k( k
55. (a) (2—V3) _];)<k>2 (—V3)
~—16—-4-8-V3+6-4.3—4.2.3/3+9
— 97 — 563
4
) (V2-31 =3 () (V2K
k=0
=4—-4.2v/2.346-2-9—4-2.27+81
=193 — 1322
> /5
@ o= 3 Q)

=x° —5x* +10x3 —10x%> +5x — 1

5



6

@ @=nf = Y (7)o

k=0
=1—6x+ 15x% — 20x° + 15x* — 6x° + x°
6

(© ta=b)f =3 (§)a (o)

k=0
— a® — 6a°b + 15a*b? — 20a%b® + 15a%b* — 6ab® + b°
5

() (a-b°=Y (i) a5 (b)

k=0
— a® —5a*b + 10a°b? — 10a?b® + 5ab* — b°

5.6. Niech t = x + x 1. Wtedy wyrazenie (1 + x + x~1)® mozemy zapisa¢ jako
(1+1)® =14 8t + 28t% + 56t> + 70t* + 56t° + 28t° + 8t7 + 5,

gdzie
k

tk:(x+x1)k:xk+kxk2+-~+<
m

)xkzm—i-...—i-xk

orazk = 1,2,...,8. Zauwazmy, ze w rozwinieciu t* pojawi sie wyraz staly (liczba), gdy k bedzie
liczbg parzysta. Zatem sytuacja taka wydarzy sie dokladnie cztery razy. Gdy k = 2, wyraz
staly pojawi sie na miejscu m = 1. (Przypomnijmy, Ze w rozwinieciu ze wzoru dwumianowego
Newtona miejsca liczymy od zera.) Gdy k = 4, wyraz staly pojawi sie na miejscu m = 2. I dalej,
dla k = 6 bedzie to miejsce m = 3, a dla k = 8 miejsce m = 4. Oznacza to, Ze wyraz staly w
rozwinigciu (1 + x + x~1)® bedzie réwny

o) enlE) a3 ()

5.7. (a) Zauwazmy, ze ze wzoru dwumianowego Newtona mamy

a = (1 + 0,000001)* 000 000
— 11000000 4 1 000 000 - 19%99%° . 0,000001 + inne dodatnie sktadniki
=1+ 1+ inne dodatnie sktadniki > 2 = b.

Zatem a > b.

(b) Ze wzoru dwumianowego Newtona mamy
b = (1000 + 1)*”

= 1000 +999 - 1000°%® . 1 + (939) 10007 . 12 + <9§9> .1000°% . 13

999 999
.1000% - 1°7 1000 - 178 + 1.
+... 4 <997> 000 +{ o3 000 +

Zauwazmy roéwniez, ze

< 999 - 998 < 10002

999\ 999! 999998
2 ) 997t.21 2!

oraz
<999 - 998 - 997 < 1000°.

999\ 999! 999 -998-997
3 /) 9%! -3 3!



Podobnie,
999
1000%
(V)=

dlak=1,2,...,999. Poniewaz w rozwinieciu liczby b wystepuje 1000 skfadnikéw i kazdy

0999

mozna z gory oszacowac przez 1000”7, otrzymujemy

b < 1000 - 1000°%° = 10000 = q.
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