Rozpziat 3

PoODSTAWOWY TEORII ZBIOROW

TEeEORIA

SYMBOLE TEORII MNOGOSCI. Jezyk teorii mnogosci zawiera wszystkie symbole logiczne oraz

nastepujace symbole:
e symbol réwnosci =,
e symbol zbioru pustego (tzn. zbioru nieposiadajgcego zadnego elementu) 0,

e symbol przynaleznosci elementu do zbioru €; wyrazenie x € A czytamy jako “x jest
elementem zbioru A” lub “x nalezy do A”.

e symbol inkluzji (zawierania) C; wyrazenie A C B oznacza, ze zbiér A zawiera si¢
w zbiorze B, tzn. kazdy element zbioru A jest réwniez elementem zbioru B (formalnie
zawieranie mozemy zdefiniowac nastepujaco: A C B <> Vx (x € A — x € B)).

Popzeiory. Zbiér A nazywamy podzbiorem zbioru B, gdy A C B. W takiej sytuacji zbiér B
nazywamy tez nadzbiorem zbioru A. Mozna pokaza¢, ze kazdy zbiér n-elementowy posiada
doktadnie 2™ podzbioréw.

ZASADA EKSTENSJONALNOSCI. Dwa zbiory A i B sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja
doktadnie te same elementy, tzn. A = B wtedy i tylko wtedy, gdy A C B oraz B C A.

Dziarania Na zBIORACH. Dla danych zbioréw A i B przyjmujemy nastepujace definicje:

e suma zbioréw A i B jest to zbiér A U B spelniajagcy warunek: x € AUB < x € AVx € B,
czyliAUB ={x:x € AVx € B},

o przekrdj (iloczyn, czgs¢ wspdlna) zbioréw A i B jest to zbidr A N B spetniajacy warunek:
xX€EANB & xe AAxeB,czyiANB = {x:xe AAx € B},

e réznica zbioréw A iB jest to zbiér A \ B spelniajgcy warunek: x € A\B < x € AAx € B,
czyliA\B = {x:x € AAx ¢ B}.

DziarANIA UOGOLNIONE (NIESKONCZONE). Niech {A;}ic; bedzie rodzing zbioréw. (Tutaj I ozna-

cza dowolng rodzine wskaznikéw.)

e Sumg rodziny {Ai}ic; nazywamy zbior (J;.; Ai spelniajacy nastepujacy warunek:
X € Uier A1 & Fiel(xe Ay, czyli i, Ai ={x:Fiel(x e Ay}



o Przekrojem rodziny {A;}ic; nazywamy zbior (;.; Ai spelniajacy nastepujacy warunek:
X €Nier At &> Viel(xe Ay, czyli(ig, A ={x:Viel(x € Ak

ILOCZYNEM KARTEZJANSKIM zbioréw A i B nazywamy zbiér A x B sktadajacy sie ze wszystkich
uporzadkowanych par (a, b) takich, ze a € A oraz b € B. Dwa elementy (a;,b1) i (a, by)
iloczynu kartezjariskiego A x B uznajemy za réwne wtedy i tylko wtedy, gdy a; = a, oraz
b; = b,.

Z.ADANIA

Zadanie 3.1. Znajdz zbidr, ktory jest r6zny od pozostatych. OdpowiedZ uzasadnij.
(a) A={1,2,B={1,1,2,1,212,,C={neN:n?<4},D={k e Z:k* <4},
b) A=0,B={neN:n?-2n+4=0},C={0},D={x e R:x=x A x #x}.

Zadanie 3.2. Zbadaj jakie relacje inkluzji (zawierania) zachodzg miedzy nastepujacymi
zbiorami A i B:

(a) A to zbidér kwadratéw, a B to zbiér prostokatéw,

(b) A to zbidr tréjkatéw réwnoramiennych, a B to zbidr tréjkatéw réwnobocznych,
(c) A={a,b,c,d}oraz B ={a,c,d},

(d) A={x,y,z}oraz B ={z,y,w,x},

(e) A ={a,b}orazB = {b,{a}},

(f) A={a,{a}} orazB ={a,b,0},

(g) A to zbidér wszystkich funkcji f: R — R postaci f(x) = ax + b dla pewnych a,b € R,
a B to zbiér wszystkich funkcji g: R — R postaci g(x) = x + c dla pewnego c € N.

Zadanie 3.3. Zbadaj jakie relacje inkluzji (zawierania) zachodzg pomiedzy zbiorami A, B
oraz C:

(a) A to zbidr liczb naturalnych podzielnych przez szes¢,
B to zbidr liczb naturalnych podzielnych przez trzy,
C to zbidr liczb naturalnych parzystych,

(b) A to zbiér 0séb z wyksztalceniem co najmniej podstawowym,
B to zbidr oséb z wyksztalceniem co najmniej Srednim,
C to zbiér 0s6b z wyksztalceniem wyzszym.



Zadanie 3.4. Wyznacz AUB, ANB, A\B oraz B\ A dla nastepujacych zbioréw. (W podpunktach
(g) i (h) zaktadamy, ze r6zne litery a, b, c oznaczaja rézne obiekty.)

(a) A =(0,1] oraz B =[-1,2), (e) A={keZ:2k}orazB=[-2,4),
(b) A =[-2,1) oraz B = (0,3], (f) A={k€Z:3k}oraz B = (—6,3],
(c) A=10,2]oraz B = (—o0,1), (g) A={a,b,{c}} orazB ={a,b,c},
(d) A =[3,400) oraz B = (2,6), (h) A ={{a,b},c} oraz B ={a,c}.

Zadanie 3.5. Wykaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodza nastepujace wzory:
(@) AN(BNC)=(A\BJU(A\C), () (AUBJNC=(A\NCJU(B\C),
(b) AN(BUC)=(A\B)N(A\C), (d) (ANB)\C=(A\NC)N(B\C).

Zadanie 3.6. Niech A, B, C bedg zbiorami skoriczonymi oraz niech |A| oznacza liczebno$¢
zbioru A. Korzystajac z diagraméw Venna, wykaz ze

(a) [AUB|=|A[+[B|—|ANB],
(b) AUBUC|=|A|+B|+|C|—|ANB|—|ANC|—BNC|+|ANBNC|.

Zadanie 3.7. Wsr6d 30 os6b starajacych sie o prace w firmie komputerowe;:

2 osoby majq ponad 40 lat, wyzsze studia informatyczne i doS§wiadczenie,

5 0s6b ma wyzsze studia informatyczne i dodwiadczenie,

e 3 majg ponad 40 lat i wyzsze studia informatyczne,

6 0s6b ma ponad 40 lat i do$wiadczenie,

10 0s6b jest w wieku powyzej 40 lat,

15 ma do$wiadczenie,

12 ma studia informatyczne.
Postugujac sie diagramami Venna, odpowiedz na ponizsze pytania:
(a) Ilu ze starajacych sie o prace nie ma zadnej z rozwazanych cech?
(b) Ilu nie ma ani wyzszych studiéw informatycznych ani doswiadczenia?
(c) Ile os6b majacych powyzej 40 lat i wyzsze studia informatyczne nie ma do$wiadczenia?

Zadanie 3.8. Pokaz, ze wsréd 2™ ! + 1 r6znych podzbior6w zbioru n-elementowego istnieja
co najmniej dwa zbiory roztgczne.



Zadanie 3.9. Wypisz wszystkie elementy iloczynu kartezjaniskiego A x B, jezeli
(a) A={-1,0,1}oraz B ={1,3}, (c) A={a}orazB ={a,b,c,d}.
(b) A ={-3,2}oraz B ={1,2,4}, (d) A ={a,b,c,d}oraz B ={b}.

Zadanie 3.10. W dwuwymiarowym ukladzie wspéirzednych R? narysuj zbiér A x B, jezeli

(a) A =[1,2) oraz B = (0,1], (e) A = (—o0,1] oraz B = (0, +00),
(b) A =1[0,2) oraz B = [1,2), (f) A =(0,+00) oraz B = (—o0, 1],
(c) A=[—1,1) oraz B = (—o00,2), (g) A =(-2,3]orazB ={-1,1),
(d) A =(—o00,1)oraz B = (1,2), (h) A ={-2,1}oraz B = [1,2).

Zadanie 3.11. W dwuwymiarowym ukladzie wsp6trzednych R? narysuj nastepujace zbiory:

(a) A={(xy) € R*:6x+3y—3<0}, (d) D= {(xy) eR*:2x* +y <0},
(b) B={(x,y) e R*:2y —4x—6 >0}, (e) E={(xy) e R?: X +y> < 4},
(c) C={(xy) eR*:y—x* <1}, (f) F={(xy) e R?:x* +y* > 9}.

Zadanie 3.12. Wyznaczy¢ nieskoriczone sumy i przekroje nastepujacych zbioréw A; indekso-
wanych zbiorem wskaznikéw I:

(a) Ai={xeR:—-i<x<i}orazl =N,

(b) Ai={xeR:i<x<i+1}orazI =N,

() Ai={x€eR:0<x < 15} oraz I = [0,+00),
(d) Ai={xeR:1<x<1+1}orazl=[1,+00),
(e) Ai={(x,y) eR*:y=1i-x}orazl =R,

f) Ai={(x,y) eR*:y=x+i}orazl =R.

(g) Ai={(xy) eR*:x*+y? >’} orazI =N,

(h) Ai={(xy) e R?:x*+y?> <{*}orazl =N.

RozwiazANiA

31. (a) MamyA =B =C={1,2}iD ={-2,-1,0,1,2}. Niepasujacym zbiorem jest wiec zbiér D.
(b) Mamy A =B =D = ) oraz C = {()}. Niepasujacym zbiorem jest wiec zbiér C, gdyz sklada
si¢ on z jednego elementu, podczas gdy pozostate nie majg zadnych elementéw.
32. (a) ACBoraz—BCA
(b) BCAoraz—ACB
(c) BCAoraz—~A CB



3.3.

34.

3.5.

(d) ACBoraz—BCA

(e) ~ACBoraz—BCA

()

(g) BCAoraz—ACB

(a) Mamy A = BN C. Wynika stad, ze A C B oraz A C C; przeciwne inkluzje nie zachodza.

(b) CCBCA

(a) AUB=[-1,2),ANB = (0,1, A\B=0,B\ A =[-1,0/U(1,2)
(b) AUB=[-2,3, ANB=(0,1),A\B=[-2,0, B\ A = [1,3]
(c) AUB = 2,ANB=1[0,1), A\B =[1,2, B\ A = (—o0,0)

(—o0
(d) AUB=(2,400),ANB=13,6),A\B=1[6+00), B\ A=(2,3)
(e) AUB={..,-8,—6,—4}uU[-2,4U{6,8,...;, AnB={-2,0,2}, A\B={...,—8,—6,—4}U
{4,6,8,...}, B\A=(—2,00U(0,2) U (2,4)
(f) AuB={...,—12,-9}U[-6,3] U{6,9,12...}, ANB ={-3,0,3}, A\B ={...,—-12,—-9,—6} U
{6,9,12,...}, B\ A = (—6,—3) U (—3,0) U (0,3)
(g) AUB:{a,b,c,{c}},AﬂB:{a,b},A\B:{{c}},B\A:{c} (h)AUB:{a,c,{a,b}},
AﬁB:{c},A\B:{{a,b}},B\A:{a}
(a) xe AN(BNC)exeAAx¢ (BNC)
—>xeAN—~xe (BNC)
sxe AN~ (xeBAxe(C)
—xeAN(xeBV—xe()
—(xeAN~xeB)V(xeAA—xe(C)
< (xeA\B)V(xe A\C)
< xe(A\B)U(A\C)
(b) x e A\(BUC)+<xeAAx ¢ (BUC)
~+xeAAN—~xe (BUuQC)
+xeAN~(xeBVxe ()
oxe€AN(xeBA—xe ()
> (xeAN~xeEB)A(xe AAN—xe(C)
< (xe A\B)A(xe A\ C)
< x€e(A\B)N(A\C)
(c) xe (AUB)\C+xe (AUB)A—xeC
< (xeAVxeB)A—xeC
s xeANANxeC)V(xeBA—xe(C)
< (xeA\NC)V (xeB\C(C)
+<+xe(A\C)U(B\C)



3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

(d) xe (ANB)\C+xe (ANB)A—xeC

< (xeAANxeEB)A—xeC

—+xeANxeC)A(xeBA—xe(C)

<+ (xeANC)A(xeB\C)

< xe(ANC)N(B\C)
Rozwazymy jedynie pierwszy przypadek. Rozumowanie w przypadku drugim przebiega ana-
logicznie, ale jest wiecej rysowania. Niech A i B bedg zbiorami skoriczonymi. Chcemy poli-
czy¢ liczbe elementéw w ich sumie mnogosciowej A U B, tzn. |A U B|. Zaczynamy od sumy
mocy |A| + |B|, ale wtedy elementy wspdlne zliczamy podwoéjnie (zobacz ponizszy diagram
Venna). Dlatego musimy odja¢ moc czesci wspélnej |A N B|. Ostatecznie dochodzimy do wzoru
|AUB| = |A|+[B|—|ANB|

Przez X oznaczmy zbi6r wszystkich 0s6b starajacych sie o prace w firmie komputerowej. Ponadto
niech S, D oraz L oznaczajg zbiory os6b, ktére maja odpowiednio wyzsze studia informatyczne,
doswiadczenie oraz wiek powyzej 40 lat. Wtedy kolejne informacje dotyczace kandydatéw
mozemy zapisa¢ za pomocg liczebnosci zbioréw nastepujaco: [X| = 30,[SNDNL| =2,|SND| =5,
ISNL=3,[LND|=6,|L| =10, |D[=15,|S|=12.(a) 5(b) 8 (c) 1

Dla dowolnego podzbioru A zbioru n-elementowego X rozwazmy szufladke Sp = {A, X\ A}.
Poniewaz wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego jest 2™, liczba réznych szufladek
wynosi 2", bo Sa = Sx\ a. Korzystajac teraz z zasady szufladkowej Dirichleta (zob. Rozdziat
2), stwierdzamy, ze istnieje szufladka S5 oraz dwa zbiory B, C wybrane sposréd danych na
poczatku 2n-l4q réznych podzbioru zbioru X takie, ze B,C € Sp. Zatem B = A oraz C = X\ A
lubC=AiB=X\A. WtedyBNC = AN (X\A) = 0. Oznacza to, ze B i C sa naszymi
poszukiwanymi podzbiorami roztgcznymi.

Przypomnijmy, ze iloczyn kartezjariski A x B sklada sie z par (a, b), gdzie pierwszy element
pary wziety jest ze zbioru A, a drugi — ze zbioru B.

(a) Iloczyn kartezjariski A x B bedzie sktadat sie z 6 par:
A xB={(-1,1), (-1,3), (0,1), (0,3), (1,1), (1,3)}.
(b) Iloczyn kartezjariski A x B bedzie sktadat sie z 6 par:
A xB={(-31), (-3,2), (-3,4), (2,1), (2,2), (24)}.
(c) Hoczyn kartezjariski A x B bedzie sktadat si¢ z 4 par:
AxB= {(a, a), (a,b), (a,c), (a, d)}.
(d) Hoczyn kartezjariski A x B bedzie sktadat si¢ z 4 par:

A x B ={(a,b), (b,b), (¢c,b), (d,b)}.



(e)

3.10.

(a)

3.11.

(a) Zauwazmy, ze A; jest po prostu przedzialem [—i,i]. Zatem A; =

WY b Yy C WY d Yy
® v L © g @ n
| - i
1r---- EE— 1 1 : -
l | -1 1 x 1 X
1 2 x 2 X |
. | [ ]
27 3 S
1 X X ‘ ; L X ) 1 X
2 Y (b) Ay/' (C) '\ 2 Y ,
1 //3 \\\ ///
X // X X
WY (e) WY (f) 2 Y
> '/ \\12 > /N?)
X \ ] x KJ X

[_1/ 1]/ AZ = [_2/2]/

Az = [-3,3], itd. Widzimy wiec, ze A} C A, C A3 C ---. Zatem przekrojem wszystkich

bedzie przedziat Ay, tzn.

ﬂ A; =A; = [-1,1].

ieN

Wyznaczenie sumy zbioréw A; bedzie réwnie tatwe. Poniewaz przedziaty [—i,1] ,roz-

szerzajg sie”, kazda liczba rzeczywista musi wpasé do ktéregos z nich. Np. v2 € A,, bo
V2 ~ 1,41 oraz —mt € A4, bo 7t ~ 3,14. Oznacza to, ze

UAi:R.



(b)

(c)

(d)

(e)

I tutaj mamy do czynienia z przedzialami. Tym razem sa to przedzialy postaci A; = [i,1+1].
A wiec A1 = [1,2], Ay = [2,3], A3 = [3,4], itd. Uktadajac je jeden za drugim, sa one jak
scegielki”, z ktérych mozemy ,,sklei¢” pétprosta [1, +00). (Zauwazmy, ze tam, gdzie konczy
sie jeden, zaczyna sie kolejny.) Zatem

U A =11, +00).

ieN
Przekrojem zbioréw A; jest zbiér pusty, bo nie ma zadnej liczby rzeczywistej, ktéra jedno-
cze$nie nalezataby do kazdego z nich. Jezeli jakas liczba nalezy do zbioru Aj, to nie moze
juz naleze¢ do zbioru A; ;. Zatem

M=o
ieN
1
7T+
zbiory A; sa numerowane liczbami nieujemnymi. Napis A, ma wiec sens i zbiér ten
1

Kazdy zbiér A; jest przedziatem A; = [0 ]. W odréznieniu od poprzednich przyktadow,

jest postaci [0, 5]. Zauwazmy jednak, ze zbiory A; tworza rodzing malejacg, tzn. jezeli
0 <1i<j,toA; C Aj. Wynika to z prostej obserwagji, ze dlaliczb 0 < 1 < j mamy llT] < %ﬂ
A wiec najwiekszym zbiorem jest Ay = [0, 1], a wszystkie inne si¢ w nim zawieraja. Stad

JAi=Ac=10,1.

i0
Wyznaczenie przekroju zbioréw Aj; jest troche trudniejsze. Szukamy bowiem tych liczb x ,
ktére nalezg do kazdego zbioru Aj;, tzn. spetniaja nieréwnos¢

0<x< dla kazdego i > 0.

141
Nie moze by¢ to zadna z liczb dodatnich, bo np. % ¢ Az, a % ¢ Aq1. Po chwili zastanowienia
stwierdzamy, ze jedyna taka liczbg jest 0. Zatem

ﬂ A = {0}

i>0

Przedzialy A; = [1,1+ 1] tworza rodzing malejacg, tzn. dla 1 < i < j mamy A; C A; C
A1 = [1,2]. Zatem
UAai=Ar=0,2.
i>0
Jezeli chodzi o przekréj zbioréw A, to rozumujac podobnie jak w przyktadzie poprzednim,
otrzymujemy
(AL =1{1}
i0
Zauwazmy, ze przy ustalonym parametrze i wzér y = i-x jest réwnaniem prostej. Oznacza
to, ze kazdy zbidr A; jest prosta na ptaszczyznie o wspéiczynniku kierunkowym 1, ktéra
przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych. Co wiecej, punkt (0, 0) jest jedynym
punktem wspolnym wszystkich prostych. Zatem

[ Ac=1{(0,0)}.

ieR



()

(8)

(h)

Z drugiej strony otrzymujemy

U A =R2\{(0,y) : y #0}

ieR
Naturalnym pytaniem jest dlaczego suma zbioréw A; nie réwna sig calej ptaszczyznie R??
Rozwazamy bowiem proste w postaci kierunkowej y = i - x. Nie mozna w niej zapisa¢
prostych pionowych; w naszym przypadku prostej x = 0 pokrywajacej sie z osig OY ukladu
wsp6irzednych. Dlatego tez od R? musieliémy wykluczy¢ wiasnie te prosta, tutaj zapisang
jako zbiér {(0,y) : y # 0}.

I w tym przyktadzie mamy do czynienia z prostymi. Zbiér A; jest wykresem prostej, ktéra
przechodzi przez punkty (—i,0) oraz (0,1). Na przyklad zbiér Ay, to po prostu wykres
prostej y = x, a zbiér Az wykres prostej y = x + 3. Wszystkie te proste mozemy otrzymac
zprostej ,bazowej” y = x przesuwajac je réwnolegle w gére lub dét o wartosé i. (O kierunku
przesuniecia decyduje znak parametru i.) Oznacza to, ze

JAi =R~
ieR
Z drugiej strony
(A =0,
ieR
bo na przyktad wykresu prostych y = x oraz y = x + 1 nie majg czesci wspolnej. (Albo
moéwigce inaczej, proste y = x oraz y = x + 1 nie przecinajg sie; s w koricu réwnolegle.)

Przypomnijmy, ze réwnanie x?+y? = i? opisuje okrag o rodku w punkcie (0, 0) i promieniu
i. Zatem zbidr A; jest zewnetrzem kota o Srodku w poczatku uktadu wspétrzednych oraz
promieniu i (zob. Zadanie 3.10 f). Albo inaczej, ptaszczyzna R? z wycietym wnetrzem
(czyli bez brzegu) kota o srodku w poczatku uktadu wspétrzednych oraz promieniu 1.
Zauwazmy réwniez, ze A1 2O Ay D Az D ---. Zatem

UAi=Ar={xy :¥*+y*>1}.
ieN

Z drugiej strony

ﬂAi:‘Z),

ieN
bo z plaszczyzny R? musimy wycinaé coraz wieksze kofa. I w koficu wytniemy , wszystko”.
I tym razem mamy do czynienia z kofami. Zbiér A; jest kotem o $rodku w uktadzie

wspoélrzednych oraz promieniu i. Oczywiscie kota o wigkszych promieniach zawieraja te o
promieniach mniejszych. Zatem A; C A, C Az C ---. Stad mamy od razu

ﬂ A=A = {(X,y) :x2+y2 < 1}
ieN

Jezeli chodzi o sume zbioréw Aj, to podobnie jak w podpunkcie (a) w przypadku prze-
dziatéw [—i,i] na prostej, takze tutaj kota A; ,rozszerzaja si¢” wraz ze wzrostem wskaznika
i, az w konicu ,,obejmg” calg ptaszczyzne. Zatem

JAi =R

ieN
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