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Metody matematyki:
definicje



Definicja —co to takiego?

Definicja to wypowiedZ o okreslonej budowie, ktéra podaje znacze-
nie pewnego wyrazenia. Definicja ma na celu podanie réwnowaznika
terminu nieznanego w terminach znanych.



Definicja —co to takiego?

Definicja to wypowiedZ o okreslonej budowie, ktéra podaje znacze-
nie pewnego wyrazenia. Definicja ma na celu podanie réwnowaznika
terminu nieznanego w terminach znanych.

Definicja sktada sie z:
» definiendum—wyrazenie definiowane (to, co definiujemy),

» definiens— wyrazenie definiujace, a wiec wyrazenie, przy pomocy
ktérego definicja informuje o znaczeniu wyrazenia definiowanego,

» facznik definicyjny—wyrazenie rbwnowazne dla , jest”, ,to
,0znacza, ze", , jest to".



Definicja —co to takiego?

Rodzaje definicji:

» definicja réwnosciowa —dostarcza kryteriéw okreslajacych jedno-
znacznie, czy dany obiekt podpada pod wyraz (zwrot) definio-
wany, czy nie,
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» definicja réwnosciowa —dostarcza kryteriéw okreslajacych jedno-
znacznie, czy dany obiekt podpada pod wyraz (zwrot) definio-
wany, czy nie,

» definicja aksjomatyczna — podaje sie w niej komplet wtasnosci defi-
niowanego pojecia i przyjmuje umowe, ze kazdy obiekt spetniajacy
te liste wtasnosci podpada pod definicje, zaé zaden obiekt, ktory
nie spetnia choéby jednej z podanych wtasnosci, pod te definicje
nie podpada,



Definicja —co to takiego?

Rodzaje definicji:

» definicja réwnosciowa —dostarcza kryteriéw okreslajacych jedno-
znacznie, czy dany obiekt podpada pod wyraz (zwrot) definio-
wany, czy nie,

» definicja aksjomatyczna — podaje sie w niej komplet wtasnosci defi-
niowanego pojecia i przyjmuje umowe, ze kazdy obiekt spetniajacy
te liste wtasnosci podpada pod definicje, zaé zaden obiekt, ktory
nie spetnia choéby jednej z podanych wtasnosci, pod te definicje
nie podpada,

» definicja rekurencyjna—to definicja pojecia X, odwotujaca sie do
tego samego pojecia X.



Przyktady

Okrag to zbidr wszystkich punktéw na danej ptaszczyznie oddalonych
o dang odlegto$¢ od danego punktu.



Przyktady

Kwadrat jest to prostokat réwnoboczny.



Przyktady

x jest dziadkiem y wtedy i tylko wtedy, gdy x jest ojcem matki y lub
X jest ojcem ojca y.



Przyktady

Ston jest to szare, czworonozne zwierze majace trabe i kty.



Przyktady

Ston jest to szare, czworonozne zwierze majace trabe i kty.

Pytanie: Czy moglibyémy zdefiniowa¢ pojecie sfon tak?
Ston jest to szare, czworonozne zwierze.



Przyktady

Ston jest to szare, czworonozne zwierze majace trabe i kty.

Pytanie: Czy moglibyémy zdefiniowa¢ pojecie sfon tak?
Ston jest to szare, czworonozne zwierze.

Pytanie: A tak?
Ston jest to szare, czworonozne zwierze majace trabe.



Przyktady

Przodek to rodzic badz przodek rodzica.



Przyktady

Przodek to rodzic badz przodek rodzica.

Uwaga: A oto ta sama definicja w bardziej formalnej postaci:
Niech x bedzie cztowiekiem.

1. Rodzice x s3 jego przodkami.

2. Przodkowie rodzicéw x s3 jego przodkami.

3. x nie ma innych przodkéw oprécz rodzicoéw i ludzi, ktérzy sa
jego przodkami na mocy podpunktu 2.



Przyktady

ol — 1, gdy n=0,
' n-(n—1)1, gdy n>0.



Btedy definiowania

> ignotum per ignotum” —wyjasnianie nieznanego przez nieznane,

v

»idem per idem” —to samo przez to samo,

» btedne koto —definicja przebiega wedtug nastepujacego
schematu: wyrazenie P definiujemy przy pomocy wyrazenia @,
ktére z kolei definiujemy przy pomocy wyrazenia P,

P btad przesuniecia kategorialnego,

v

definicje za waskie,
> definicje za szerokie.



Przyktady

Sprawiedliwo$¢ to tyle, co wszystkie uczynki sprawiedliwe.



Przyktady

Polopiryna jest kwasem acetylosalicylowym.



Przyktady

Adwokat jest to osoba wykonujaca zawdd prawnika.



Przyktady

Logika jest to nauka o poprawnym rozumowaniu. Poprawne rozumo-
wanie to takie, ktore przebiega wedle Scisle okreslonych regut. Scisle
okreslone reguty wyznacza logika.



Przyktady

Polityka to dziatalno$¢ polityczna.



Przyktady

Muzyk to osoba grajaca w orkiestrze symfonicznej.



Metody matematyki:
twierdzenia



Twierdzenie — co to takiego?

Twierdzeniem nazywamy zdanie prawdziwe. Aby jakiekolwiek zdanie
w matematyce uznaé za twierdzenie, nalezy przeprowadzi¢ jego do-
wéd, tzn. przedstawi¢ rozumowanie (uzasadnienie) przeprowadzone
zgodnie z prawami logiki (regutami dowodowymi) wykorzystujace
wprowadzone wcze$niej definicje oraz udowodnione fakty (inne twier-
dzenia).



Twierdzenie — co to takiego?

Twierdzeniem nazywamy zdanie prawdziwe. Aby jakiekolwiek zdanie
w matematyce uznaé za twierdzenie, nalezy przeprowadzi¢ jego do-
wéd, tzn. przedstawi¢ rozumowanie (uzasadnienie) przeprowadzone
zgodnie z prawami logiki (regutami dowodowymi) wykorzystujace
wprowadzone wcze$niej definicje oraz udowodnione fakty (inne twier-
dzenia).

Twierdzenia matematyczne na ogdt maja postaé implikacji. Jezeli
implikacja p — q jest twierdzeniem, to p nazywamy zatozeniem,
natomiast g —teza twierdzenia.



Przyktad

Twierdzenie Pitagorasa

Jesli tréjkat o bokach dtugosci a, b i ¢ jest prostokatny, przy czym ¢

jest dtugoscia przeciwprostokatnej, to a®> + b? = c2.



Przyktad

Twierdzenie Pitagorasa
Jesli tréjkat o bokach dtugosci a, b i ¢ jest prostokatny, przy czym ¢

jest dtugoscia przeciwprostokatnej, to a®> + b? = c2.

Dowdd:




Przyktad

Lemat
Jesli dla kazdego € > 0 zachodzi nieréwnosé¢ a < b+ ¢, to a < b.

Dowdéd: Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze a > b. Potézmy ¢ =
a — b; oczywiscie € > 0, ale a = b + € —sprzeczno$¢ z zatozeniem.
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Przyktad

Lemat
Jesli dla kazdego € > 0 zachodzi nieréwnosé¢ a < b+ ¢, to a < b.

Dowdéd: Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze a > b. Potézmy ¢ =
a — b; oczywiscie € > 0, ale a = b + € —sprzeczno$¢ z zatozeniem.

» Co oznacza stowo lemat?
> Jaka postaé ma schemat zdaniowy powyzszego lematu?
» Co jest zatozeniem, a co teza lematu?



Przyktad

Lemat

Jesli dla kazdego € > 0 zachodzi nieréwnosé¢ a < b+ ¢, to a < b.
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» Co oznacza stowo lemat?
> Jaka postaé ma schemat zdaniowy powyzszego lematu?
» Co jest zatozeniem, a co teza lematu?

> Zmienne a i b nie s3 poprzedzone zadnym kwantyfikatorem.
Jak nalezy to interpretowac?



Przyktad

Lemat
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| 4
> Jaka postaé ma schemat zdaniowy powyzszego lematu?
» Co jest zatozeniem, a co teza lematu?

>

Zmienne a i b nie s poprzedzone zadnym kwantyfikatorem.
Jak nalezy to interpretowac?

» Co oznacza pierwsze zdanie powyzszego dowodu?



Przyktad

Lemat
Jesli dla kazdego € > 0 zachodzi nieréwnosé¢ a < b+ ¢, to a < b.

Dowdéd: Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze a > b. Potézmy ¢ =
a — b; oczywiscie € > 0, ale a = b + € —sprzeczno$¢ z zatozeniem.

Co oznacza stowo lemat?
Jaka posta¢ ma schemat zdaniowy powyzszego lematu?

Co jest zatozeniem, a co teza lematu?

vvyyvyy

Zmienne a i b nie s poprzedzone zadnym kwantyfikatorem.
Jak nalezy to interpretowac?

v

Co oznacza pierwsze zdanie powyzszego dowodu?

v

Co oznacza stowo ,,potdézmy”?



Przyktad

Lemat

Jesli dla kazdego € > 0 zachodzi nieréwnosé¢ a < b+ ¢, to a < b.

Dowdéd: Zatézmy dla dowodu nie wprost, ze a > b. Potézmy ¢ =
a — b; oczywiscie € > 0, ale a = b + € —sprzeczno$¢ z zatozeniem.

» Co oznacza stowo lemat?

> Jaka postaé ma schemat zdaniowy powyzszego lematu?

» Co jest zatozeniem, a co tezg lematu?

> Zmienne a i b nie s3 poprzedzone zadnym kwantyfikatorem.
Jak nalezy to interpretowac?

» Co oznacza pierwsze zdanie powyzszego dowodu?

» Co oznacza stowo ,,potézmy”?

> Jak autor dowodu mégt wpas¢ na to, zeby podstawié a — b za €7



Przyktad — dowody niekonstruktywne

Twierdzenie

Istnieja liczby niewymierne a i b takie, ze a jest liczba wymierna.
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Przyktad — dowody niekonstruktywne

Twierdzenie

Istnieja liczby niewymierne a i b takie, ze a jest liczba wymierna.

Dowdd: v/2 jest liczba niewymierng. Mamy dwie mozliwosci:

1. ﬁﬁ jest liczba wymierna,

2. \@ﬁ nie jest liczbg wymierna.

W pierwszym przypadku, liczby a= b= /2 spetniaja teze twierdzenia.



Przyktad — dowody niekonstruktywne

Twierdzenie

Istnieja liczby niewymierne a i b takie, ze a jest liczba wymierna.

Dowdd: v/2 jest liczba niewymierng. Mamy dwie mozliwosci:

1. ﬁﬁ jest liczba wymierna,

2. \@ﬁ nie jest liczbg wymierna.

W pierwszym przypadku, liczby a= b= /2 spetniaja teze twierdzenia.

W drugim przypadku, potézmy a = \/Eﬁ oraz b = v/2. Wtedy liczby
a i b sa niewymierne oraz

V2
ab =22 = V2PV o R oo,

tzn. aP jest liczba wymierna.



Przyktad — dowody niekonstruktywne 2

Twierdzenie

Jesli w grupie ¢wiczeniowej znajduje sie trzynascioro studentéw, to
przynajmniej dwoje sposréd nich urodzito sie w tym samym miesigcu.
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Dowdd: Skorzystamy z tzw. zasady szufladkowej Dirichleta, ktéra
stwierdza, ze jezeli m przedmiotéw wtozymy do n réznych szufladek,
przy czym m > n, to przynajmniej w jednej z szuflad znajduja sie
przynajmniej dwa przedmioty.
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Przedmioty to karteczki z imionami i nazwiskami oraz numerami
indekséw studentéw; stad m = 13.



Przyktad — dowody niekonstruktywne 2

Twierdzenie

Jesli w grupie ¢wiczeniowej znajduje sie trzynascioro studentéw, to
przynajmniej dwoje sposréd nich urodzito sie w tym samym miesigcu.

Dowdd: Skorzystamy z tzw. zasady szufladkowej Dirichleta, ktéra
stwierdza, ze jezeli m przedmiotéw wtozymy do n réznych szufladek,
przy czym m > n, to przynajmniej w jednej z szuflad znajduja sie
przynajmniej dwa przedmioty.

W naszym przypadku szuflady to miesiagce w roku; czyli n = 12.
Przedmioty to karteczki z imionami i nazwiskami oraz numerami
indekséw studentéw; stad m = 13.

Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze co najmniej w jednej
szufladzie znajda sie dwie kartki. Nie wiemy, jednak ani w ktérym
miesigcu urodzito sie przynajmniej dwéch studentéw, ani ktérzy to
sg studenci.



Warunek konieczny, warunek dostateczny

Jezeli twierdzenie ma postac implikacji ,,Jezeli p, to q", to:
» zdanie g nazywa sie warunkiem koniecznym dla zdania p,

» zdanie p nazywa sie warunkiem wystarczajagcym dla zdania gq.



Warunek konieczny, warunek dostateczny

Jezeli twierdzenie ma postac implikacji ,,Jezeli p, to q", to:
» zdanie g nazywa sie warunkiem koniecznym dla zdania p,

» zdanie p nazywa sie warunkiem wystarczajagcym dla zdania gq.

Przyktady:
Jezeli liczba konczy sie na cyfre 2, to jest parzysta.
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Warunek konieczny, warunek dostateczny

Jezeli twierdzenie ma postac implikacji ,,Jezeli p, to q", to:
» zdanie g nazywa sie warunkiem koniecznym dla zdania p,

» zdanie p nazywa sie warunkiem wystarczajagcym dla zdania gq.

Przyktady:
Jezeli liczba konczy sie na cyfre 2, to jest parzysta.

Jezeli réwnolegtobok ma kat prosty, to jest prostokatem.

Kazdy kwadrat jest prostokatem.



Twierdzenie odwrotne, przeciwne i przeciwstawne

proste odwrotne
p—q q—p
przeciwne przeciwstawne



Twierdzenie odwrotne, przeciwne i przeciwstawne

proste odwrotne
p—q q—p
przeciwne przeciwstawne

Twierdzenie:
proste: Jezeli ostatnig cyfra liczby jest 0, to liczba ta jest parzysta.



Twierdzenie odwrotne, przeciwne i przeciwstawne

proste odwrotne
p—q q—p
przeciwne przeciwstawne

Twierdzenie:
proste: Jezeli ostatnig cyfra liczby jest 0, to liczba ta jest parzysta.
odwrotne: Jezeli liczba jest parzysta, to jej ostatnia cyfra jest zerem.



Twierdzenie odwrotne, przeciwne i przeciwstawne

proste odwrotne
p—q q—p
przeciwne przeciwstawne

Twierdzenie:
proste: Jezeli ostatnig cyfra liczby jest 0, to liczba ta jest parzysta.
odwrotne: Jezeli liczba jest parzysta, to jej ostatnia cyfra jest zerem.

przeciwne: Jezeli ostatnia cyfra liczby jest rézna od zera, to liczba
ta jest nieparzysta.



Twierdzenie odwrotne, przeciwne i przeciwstawne

proste odwrotne
p—q q—p
przeciwne przeciwstawne

Twierdzenie:

proste: Jezeli ostatnig cyfra liczby jest 0, to liczba ta jest parzysta.
odwrotne: Jezeli liczba jest parzysta, to jej ostatnia cyfra jest zerem.
przeciwne: Jezeli ostatnia cyfra liczby jest rézna od zera, to liczba
ta jest nieparzysta.

przeciwstawne: Jezeli liczba jest nieparzysta, to jej ostatnia cyfra
jest rézna od zera.
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