Rozpziat 1

PobpsTawoweE OPERACJE LOGICZNE

TEORIA

ZDANIE W SENSIE LOGICZNYM to zdanie oznajmujgce, ktéremu mozna przypisaé atrybut
prawdziwosci lub fatszywosci. Zdania proste (tj. takie, ktére zawieraja dokladnie jedno
orzeczenie) bedziemy oznaczac symbolami p, q, 1, .. .; prawde bedziemy oznaczac 1, a fatsz 0.

SpéyNiki LociczNE. Do najwazniejszych spéjnikéw logicznych naleza:

e negacja — (zdanie —p czytamy ,nieprawda, ze p”),

koniunkcja /\ (zdanie p /\ q czytamy ,piq”),

alternatywa \/ (zdanie p V q czytamy ,p lub q”),

implikacja — (zdanie p — q czytamy ,jezelip, to q”),
o réwnowaznosé¢ <+ (zdanie p <+ q czytamy ,p wtedy i tylko wtedy, gdy q).

W przypadku koniunkgji zdania p i ¢ nazywamy czynnikami, a w przypadku alternatywy —
sktadnikami. W przypadku implikacji p — q, zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie q
nastepnikiem.

WaRrroéct LociczNE. Sens spdjnikéw logicznych okresla nastepujaca tabelka:

P a4 p PAqQ pVq p—=q peq
11 0 1 1 1 1
10 0 1 0 0
01 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

FORMULA JEZYKA RACHUNKU ZDAN nazwiemy wszystkie zmienne zdaniowe p, q, 1, ..., a takze

wszystkie ,sensowne” (czyli zgodne z zasadami skadni) wyrazenia, ktére mozemy zapi-
sa¢ za pomocg zmiennych zdaniowych, spéjnikéw logicznych oraz nawiaséw. Na przyktad
wyrazenie (p — q) V 1 jest formulg jezyka rachunku zdan, natomiast p —— q nie jest, gdyz
implikacja musi taczy¢ dwa zdania.

TauTOLOGIA RACHUNKU ZDAN jest formuta jezyka rachunku zdan, ktéra przy kazdym przypi-

saniu wartoéci prawda/falsz zmiennym zdaniowym jest zdaniem prawdziwym.



WNIOSKOWANIA NIEZAWODNE. Schematem wnioskowania nazywamy wyrazenie

©1,P2,.-.,Pn
©
sktadajace sie z formut @4, @,, ..., ¢ zwanych przestankami oraz formuly ¢ zwanej wnioskiem.

Schemat wnioskowania nazywamy niezawodnym, gdy formuta (@1 /\ @2 /... /A @) — @ jest
tautologia.

KWANTYFIKATORY:

o kwantyfikator maly (szczegétowy) 3 (wyrazenie Ix czytamy ,istnieje takie x, ze ...”),

o kwantyfikator duzy (0gélny) V (wyrazenie Vx czytamy ,dla kazdego x ...”).

KWANTYFIKATORY O OGRANICZONYM ZAKRESIE. W zapisach 3x i Vx zmienna x przebiega wszyst-

kie mozliwe obiekty. Czasami (np. dla wygody, czy uproszczenia zapisu) bierze sie pod uwage
jedynie obiekty z ustalonego wczeéniej zbioru (np. zbioru liczb naturalnych czy rzeczywi-
stych). Stosuje sie wtedy tzw. kwantyfikatory o ograniczonym zakresie i zamiast Vx [¢@(x) — W(x)]
piszemy Vo(x) W(x), a zamiast Ix [@(x) A\ P(x)] piszemy Jp(x) W(x); tutaj ¢ i ¥ sa
pewnymi warunkami. Zauwazmy, ze w przypadku kwantyfikatoréw o nieograniczonym
zakresie (czyli ,zwyklych” kwantyfikatoréw) pod kwantyfikatorem stoi zmienna x, vy, .. ..
W przypadku kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie pod kwantyfikatorem stoi ¢ (x).

FORMULA JEZYKA RACHUNKU PREDYKATOW bedziemy nazywac wszystkie ,sensowne” (czyli zgodne

z zasadami skladni) wyrazenia zbudowanie z:

e statych a,b,c,... oznaczajacych konkretne (niekonieczne fizyczne) obiekty (np. Jan
Nowak, liczba wymierna, 7, rozklad normalny;, ... ),

o zmiennych x,y,z,...,

o symboli funkcyjnych F, G, H, ... dzieki, ktérym ze statych i zmiennych prostszych mozna
budowa¢ zmienne i state bardziej skomplikowane (np. F(x,y) = x +y lub G(r) =
,koto o promieniu r”, gdzie r jest konkretna liczbg),

o predykatow P,Q,R,..., czyli wyrazeni, ktére w polaczeniu ze stalymi tworza zdania
(np. predykat P = ,,... jest liczbg niewymierng” w polaczeniu ze stalg 7 tworzy zdanie
P(7t) =, jest liczbg niewymierng”); predykaty moga taczy¢ sie réwniez ze zmiennymi
(np. predykat Q = ,,... lezy pomiedzy ... oraz ...” w polgczeniu ze zmiennymi x, y, z
daje wyrazenie Q(x,y, z) = ,x lezy pomiedzy y oraz z”),

e kwantyfikatoréw,
e spojnikéw logicznych,

e symboli pomocniczych takich, jak nawiasy, znaki przestankowe, itp.

Z ASIEG KWANTYFIKATORA. Wyrazenie ¢ w formule 3x ¢ i w Vx ¢ nazywamy zasiegiem odpo-

wiedniego kwantyfikatora.



ZMIENNE WOLNE I ZWIAZANE. Zmienna x wystepujaca w danym miejscu w formule zdaniowej

jest w tym miejscu zwigzana, jezeli wystepuje
e bezposrednio po kwantyfikatorze (np. Ix lub V¥x) lub
e w zasiegu kwantyfikatora, po ktérym napisana jest zmienna x (np. 3x [P(x) — Q(x)]).

Zmienna wystepujaca w formule jest zwigzana w tej formule, gdy jest zwigzana na kazdym
miejscu, na ktérym wystepuje. Zmienng, ktéra nie jest zwigzana w formule, nazywamy
zmienng wolng.

ZDANIEM JEZYKA RACHUNKU PREDYKATOW nazywamy formute zdaniowa tego jezyka nie zawie-

rajgca zmiennych wolnych.

Jak NEGowa¢ ForMULY? Nalezy stosowac sie do ponizszych praw:

e —(—p) &, e ~(p—4q) < (pA—q),
e ~(p/Aq) <+ (—pV—q), o —(IxP(x)) & Vx (—b(x)),
e ~(pVgq) < (—p/A—q), o ~(VxYP(x)) ¢ Ix (—P(x)).

W przypadku negowania kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie nie negujemy warunku
pod kwantyfikatorem, tzn.

e ~(Fo(x) W(x)) < Vo(x) (7b(x)), e ~(Vo(x) b(x)) < Fo(x) (7h(x)).

/. ADANIA

Zadanie 1.1. Zapisz schematy nastepujacych wypowiedzi, uwzgledniajgc mozliwe rézne
interpretacje, jezeli wypowiedz nie jest jednoznaczna.

(a) Jest poniedziatek i pieknie Swieci storice.

(b) Ubiegtej nocy niebo byto zachmurzone lub gwiazdy jasno swiecily.

(c) Jezeli Ania i Basia sg blizniaczkami, to chodzg do jednej klasy i maja wspolne kolezanki.
(d) Jezeli Daniel jest studentem, to czyta ksigzki i skrypty i rozwiazuje duzo zadan.

(e) Zbyszek byl w sierpniu w Paryzu, zwiedzit Luwr i widziat wieze Eiffla.

(f) Antek ukoniczyt studia filologiczne i zostat ttumaczem lub podjat prace nauczyciela.
(g) Jezeli uwazale$ na wykladach lub przeczytates podrecznik, to posiadles wiedze.

(h) Jezeli fizycy maja racje, to nieprawda jest, ze wszechswiat jest skoriczony.

(i) Ela ma uprawnienia do wykonywania zawodu nauczyciela, pod warunkiem ze ma
przynajmniej licencjat i zdata niezbedne egzaminy z przedmiotéw pedagogicznych.



(j) Franek byt wczoraj w kinie, o ile tylko nie zapomniatl kupi¢ wczeéniej biletow i nad

miastem nie przeszta ulewa.

(k) Jezeli Hania spotkata wczoraj Wojtka, to o ile nie byto za p6zno, na pewno wyskoczyli
na kawe.
(I) Jana w zeszlym roku zwolnili z pracy i jesli do dzi$ nie znalazl nowej, to jego rodzina

zyje w niedostatku.

Zadanie 1.2. Wyznacz warto$¢ logiczng ponizszych formut:

(a) OAT, () 0— (-OAT),
(b) 0V 1, (f) (0V—1) <0,

(0) (11) =0, (8) ~(1=0)A(-1V0),
(d) (150 -1, (h) (—0V1) < (1 - 0).

Zadanie 1.3. Sprawdz metodga zero-jedynkows, czy tautologiami sa nastepujace formuty:

(@) pV—p, (e) ~(pVa) & (pAd),

(b) =p =P, (f) =(PAq) < (—pV —q),

() (p—=4q) = (7p——q), (8) l(p = a)A=ql = —p,

(d) (=p —q) = (—q = p), (h) [(—p — q) A—p] = —q.
Zadanie 1.4. Zbadaj, czy nastepujace wnioskowania przebiegaja wedtug schematéw nieza-
wodnych:

(a) Jesli pada deszcz, to ulica jest mokra. (c) Jesli pada deszcz, to ulica jest mokra.

Pada deszcz. Ulica jest mokra.

Ulica jest mokra. Pada deszcz.
(b) Jesli pada deszcz, to ulica jest mokra. (d) Jesli pada deszcz, to ulica jest mokra.

Nie pada deszcz. Ulica nie jest mokra.

Ulica nie jest mokra. Nie pada deszcz.

Zadanie 1.5. Zapisz ponizsze zdania jezyka predykatéw za pomoca jezyka naturalnego:
(@) IneN n+2=5,
(b) Vk e Z 2k+3=0,
(c) eR JyeR x<vy,

(d) xeRVWYeR x>y,
(e) VkeZVlieZ In=k-1— (k=1V1=1)], gdzien > 1jest ustalong liczbg naturalna,



(f) neNVkeN (k>n— ax = a,), gdzie (an)nen jest ustalonym ciggiem,
(g) Vx € X Vy € X [(P(x) AP(y)) = x =y, gdzie predykat P oznacza ,,... ma wlasnosé P”,
(h) Ix e X Fy € X [P(x) AP(y) A x #yl, gdzie predykat P oznacza ,,... ma wtasnosé¢ P”,

Zadanie 1.6. Wprowadzajac odpowiednie predykaty i zmienne zbuduj schematy podanych
nizej zdan. (Pamietaj, ze mozesz uzywac kwantyfikatoréw o ograniczonym zakresie!)

(a) Wszyscy sa logikami.
(b) Ktos jest logikiem.
(c) Nie wszyscy sg logikami.
(d) Wszyscy logicy to matematycy.
(e) Nie wszyscy logicy sa matematykami.
(f) Niektorzy logicy nie sg matematykami.
(g) Tylko logicy sa matematykami.
(h) Nie tylko matematycy sg logikami.
(i) Kazdy matematyk potrafi rozwigzac jakis problem.
(j) Zaden matematyk nie potrafi rozwigza¢ wszystkich probleméw.
(k) Pewnego problemu nie potrafi rozwigzaé zaden matematyk.
(1) Jeden z probleméw potrafig rozwigza¢ wszyscy matematycy.

Zadanie 1.7. W podanych wyrazeniach wskaz zasieg kwantyfikatoréw oraz zmienne wolne

i zwigzane:
(a) [vx R(x)] = {vy 3z [P(z) AS(x,y)] V Ix Q(x)},
(b) Vx {R(x) — Fy [P(y) V VzW S(y,z)]},

(c) vx 3y [(P(x,y) N Q(z)) = Vz R(z)],
(d) Fy [Ply) ¢ (Qx) V VzR(z,y))],

(e) Vx vy vz [R(x,y,w) — S(x,y,z]],

(f) [vx Yy Yuvw R(x,y,w)] — S(x,y,z).

Zadanie 1.8. Zaneguj nastepujace formuly:

(a) Ix =P(x), (d) 3Ix [P(x) A Q(x)],
(b) ¥x P(x), (e) VxVy [FP(x) = Q(y)],
(c) Vx [P(x)V Qx)], (£) Ix 3y [P(y) = =Q(Xx)],



(g) IxVy [(P(y)V Q(x)) = —R(y)], (i) Ix {P(x) VVy [-Q(x) A—R(y)l},

(h) vx Fy [(P(x) AQ(y)) = R(y)], (G) vx {[P(x,y) V Q(x,y)] A3y R(y)}.

Zadanie 1.9. Zaneguj nastepujace formuly z kwantyfikatorami o ograniczonym zakresie:

(a) ImeR IneN Vk>n m< ay,

(b) Ve>0 IneN Vk>n Jax—g|>¢,

(c)VkeZ NeZ k=31V k=31+1V k=31+2,

(d) weRVYYyeR x<yVx=yVx>y,

(e) Ve >0 35 >0 Vs € [0,1] [t—s| <& — [f(t)—f(s) <e,

(f)y AL >0 3t € [0,1] Vs €[0,1] s<t — |[f(s)—f(0)] < Lls|.

1.1.

RozwiazaNia

(a) p/A\q, gdzie p jest zdaniem , Jest poniedziatek”, a q jest zdaniem , Pieknie $wieci storice”.

(b) pV q, gdzie p jest zdaniem , Ubieglej nocy niebo byto zachmurzone”, a q jest zdaniem
,Gwiazdy jasno $wiecily”.

(¢) p— (q/\ ), gdzie p jest zdaniem , Ania i Basia sg blizniaczkami”, q jest zdaniem ,,[One]
chodzg do jednej klasy”, a r jest zdaniem ,,[One] majg wspdlne kolezanki”.

(d) p — (qAr), gdzie p jest zdaniem ,Daniel jest studentem”, q jest zdaniem ,,[On] czyta
ksigzki i skrypty”, a 1 jest zdaniem ,,[On] rozwigzuje duzo zadan”.

(e) p/\q/Ar, gdzie p jest zdaniem ,,Zbyszek byt w sierpniu w Paryzu”, q jest zdaniem ,,[On]
zwiedzil Luwr”, a r jest zdaniem ,,[On] widziat wieze Eiffla”.

(f) p/\(q V), gdzie p jest zdaniem , Antek ukoriczyl studia filologiczne”, q jest zdaniem
,[On] zostat tlumaczem”, a r jest zdaniem ,,[On] podjal prace nauczyciela”; dopuszczalna
jest rowniez odpowiedz (p A q) V' 1, choé jest ona ,,gorsza” od poprzedniej, gdyz zazwyczaj
by zosta¢ ttumaczem lub nauczycielem, nalezy najpierw ukoriczy¢ studia filologiczne.

(g) (pVr)— q,gdzie p jest zdaniem ,,[ Ty | uwazale$ na wykladach”, q jest zdaniem ,,[Ty]
przeczytale$ podrecznik”, a r jest zdaniem ,, [ Ty | posiadte$ wiedze”.

(h) p — —q, gdzie p jest zdaniem ,Fizycy majq racje”, a q jest zdaniem ,Wszech$wiat jest
skoniczony”.

(i) (p/\q) — 1, gdzie p jest zdaniem ,,[Ela] ma przynajmniej licencjat”, q jest zdaniem ,,[Ela]
zdata niezbedne egzaminy z przedmiotéw pedagogicznych”, a r jest zdaniem ,Ela ma
uprawnienia do wykonywania zawodu nauczyciela”.

() (—p/A\—q) — 1, gdzie p jest zdaniem ,,[Franek| zapomnial kupi¢ wczesniej biletéw”, q jest
zdaniem , Nad miastem przeszla ulewa”, a r jest zdaniem , Franek byt wczoraj w kinie”.

(k) p — (—q — 1), gdzie p jest zdaniem , Hania spotkata wczoraj Wojtka”, r jest zdaniem , Byto
za p6zno”, a q jest zdaniem ,,[Oni] na pewno wyskoczyli na kawe”.

(I) p/A(—q — ), gdzie p jest zdaniem ,Jana w zesztym roku zwolnili z pracy”, q jest zdaniem
»|Jan] znalazt nowgq [prace]”, a r jest zdaniem ,,Jego rodzina Zyje w niedostatku”.
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1.2. (a)0(b)1(c)0(d)1(e)1(f)1(g)0(h)0

1.3. (a) Formuta jest tautologia.

P P pVP
1 0 1
0 1 1

(b) Formutla nie jest tautologia.

P P PP

(c) Formuta nie jest tautologia.

P a4 P 9 p>q p—=>q (p—=q) —(p—>—q)
10 0 1 0 1 1
01 1 0 1 0 0
11 0 0 1 1 1
00 1 1 1 1 1

(d) Formuta jest tautologia.

P q9 P q p=>q q—=>p ((p—>q)—(~q—=7p)
1 0 0 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1
00 1 1 0 0 1

(e) Formuta nie jest tautologia.

“p pAqd pVaq —~(pVq —~(pVq e (pAq)

q
0
1
1
0

S = O - |3
_ O = O
_ o O O
S = O =

1
1
1
0

S O = O

(f) Formuta jest tautologia.

P 4 P —q pAq —(pAq) —pV—=q —(pAq)< (TpVq)
10 0 1 0 1 1 1
01 1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 1
00 1 1 0 1 1 1

(g) Formula jest tautologia.



P qd 7P q p—=>q (p=>9ANA~q [(p=>q)A—ql——p
10 0 1 0 0 1
01 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 1
00 1 1 1 1 1

(h) Formula nie jest tautologia.

P g9 P ~q p=>q ((p=>qgA7p [(p—=qA-pl—=—q
1 0 0 1 1 0 1
01 1 o0 1 1 0
11 0 0 1 0 1
00 1 1 0 0 1

1.4. Niech p oznacza zdanie ,Pada deszcz”, a q zdanie , Ulica jest mokra”.

(a) Wnioskowanie przebiega wedlug schematu niezawodnego, gdyz formuta [(p — q)/A\p] — q
jest tautologia, co mozna fatwo sprawdzi¢ metoda zero-jedynkowa.

P 9 p—~q (p=>qgAp [p—=>qgApl—q
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

b) Rozumowanie nie przebiega wedlug schematu niezawodnego, gdyz formuta [(p — q) A
p & & g0, gdy.
—p] — —q nie jest tautologia; dla p = 0i q = 1 przyjmuje wartos¢ fatsz.

¢) Rozumowanie nie przebiega wedlug schematu niezawodnego, z formula [(p — q
R przebieg, dlug sch dnego, gdyz f fa [( )4
q] — p nie jest tautologia; dla p = 01 q = 1 przyjmuje wartos¢ falsz.

(d) Wnioskowanie przebiega wedtug schematu niezawodnego, gdyz formuta [(p — q)/A\—q] —
—P jest tautologia, co mozna tatwo sprawdzi¢ metodq zero-jedynkowa.

P 9 q p—~>q (p=>qgA—q [p—q)A—ql——p
1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1
01 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1

1.5. W niektérych przyktadach moze by¢ wiecej niz jedna dobra odpowiedz — sa one podane jako
kolejne zdania.
(a) Istnieje liczba naturalna n bedaca rozwigzaniem réwnanian + 2 = 5.
(b) Kazda liczba calkowita k spelnia réwnanie 2k + 3 = 0.

(c) Dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje liczba rzeczywista y taka, ze x < y. Dla kazdej
liczby rzeczywistej istnieje liczba wigksza od niej. Nie istnieje najwigksza liczba rzeczywista.

(d) Istnieje liczba rzeczywista x taka, ze dla kazdej liczby rzeczywistej y zachodzi nieréwnos¢
x 2> y. Istnieje najwieksza liczba rzeczywista.
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(e) Dla dowolnych liczb catkowitych k, 1, jezeli n mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb
kil tok =1lubl = 1. Liczba naturalna n jest liczba pierwsza.

(f) Istnieje taka liczba naturalna n, ze dla kazdej liczby neutralnej k jezeli k > n, to ax = an.
Ciag (an)nen jest od pewnego miejsca staly.

(g) Dla dowolnych elementéw x,y ze zbioru X jezeli x ma wtasnoé¢ P i y ma wlasnoéc¢ P, to x
jest réwny y. Co najwyzej jeden element ze zbioru X ma wtasnos¢ P.

(h) Istniejg elementy x,y w zbiorze P, ktére majg wlasnos¢ P i sg rézne. W zbiorze X istniejg co
najmniej dwa elementy o wtasnosci P.

1.6. Wprowadzmy nastepujace predykaty:

L(x) —x jest logikiem, M(x) — x jest matematykiem,

P(x) —x jest problemem, R(x,y) — x potrafi rozwigzac y.

(a) ¥x L(x)

(b) Ix L(x)

(c) —Vx L(x) lub Ix —L(x)

(d) ¥x (L(x) = M(x))

(e) —x (L(x) = M(x)) lub Ix (L(x) A —=M(x))
(f) Ix (L{x) A=M(x))

(8) Vx (M(x) = L(x))

(h) —=Vvx (L(x) — M(x)) lub Ix (L(x) A —=M(x))

W podpunktach (i)—(l) bedziemy korzysta¢ z kwantyfikatoré6w o ograniczonym zakresie.

(1) YM(x) 3P(y) R(x,y)
(j) ~IM(x) YP(y) R(x,y) lub YM(x) IP(y) —R(x, y)
(k) 3P(y) YM(x) —=R(x,y)
(1) 3Ply) YM(x] R(x,y)
1.7. (a) zmienne zwigzane w formule: y, z
zmienne wolne w formule: x

(b) zmienne zwigzane w formule: x,y, Vv, z
zmienne wolne w formule: brak

(c) zmienne zwigzane w formule: x,y
zmienne wolne w formule: z

(d) zmienne zwigzane w formule: y, z
zmienne wolne w formule: x

(e) zmienne zwigzane w formule: x, y, z
zmienne wolne w formule: w

(f) zmienne zwigzane w formule: u, w
zmienne wolne w formule: x,y, z

1.8. (a) ¥xP(x)



(b) Ix —P(x)
(c) =x[P(x) V Q(x])] > Ix—[P(x) V Q(x)]]
< Ix[P(x) A —=Q(x)]
(d) =3x [P(x) A Q(x)] > Vx =[P(x) A Q(x]]
< Vx [2P(x) V —Q(x)]
(e) ~VxVy [7P(x) = Q(y)] +» Ix Iy ~[=P(x) — Q(y)]

< IxJy - ( P(x)) A—Q(y)]
< Ix Fy [P(x) A—Q(y)]

(f) =3x Jy [P(y) = —Q(x)] «» vx vy ~[P(y) — ﬁQ( )]
+ Vx Yy [P(y) A Q(x
(g) ~IxVy [(P(y) V Q(x)) — —R(y)] > ¥x Iy ~[(P(y )\/Q( )) —R(y)]
< Vx Jy [(P(y) V Q(x (y)]
(h) =vx 3y [(P(x) A Q(y)) — R(y)] > Ix vy —[(P(x) A Q( )) R(y)]
< Ix Yy [P(x) A Q(y) A —R(y)]

(i) —3Ix {P(x) VVy [Q(x) A—R(y)l} «» vx ~{P(x) V Wy [-Q(x) A—R(y)]}
< Vx [FP(x) ATy (2(Q(x) A =R(y)))]
< Vx [7P(x) A3y (Q(x) V R(y))]

G) —x {[P(x,y) V Q(x, Y] ATy Ry} < Ix ={[P(x,y) V Q(x,y)] A 3y R(y)}
& 3x {~[P(x,y) V Q(xy) V -3y R(y)}
& Ix {[=P(x,y) A—Q(x,y)l V ¥y —R(y)}

1.9. (a) “ImeR IneN Vk>n m<agoVmeR mmeN-Vk>n m<ag
—VmeR VneNdk>2n m > ag
(b) Ve>0IneNVk>n lax—gl>e«<3Fe>0V¥neN Fk>n —(lax—gl >¢)
< Je>0VneNIk>n Jax—gl<e
() VkeZ NeZ k=31V k=31+1V k=31+2
—IkeZ VieZ —(k=3lV k=3l+1V k=31+2)
—~JdkeZ VieZ k#3LANKk#3l+1 A k#31+2
(d) xeRVYyeR x<yVx=yVx>y
<+ IxeR YyeR —(x<yVx=yVx=>y)
~+IxeR yeR x>y Ax#y A x<y
(e) Ve>0 35>0 Vs [0,1] [t—s|<d — [f(t)—f(s) <e
< 3e>0V6>0 3s€0,1] —(lt—s/<d—If(t)—f(s) <e)
< 3Je>0Vo>0 Ise[0,1] [t—s| <o AN Jf(t)—f(s)]>¢
(f) 9L >0 3te€[0,1] Vs € [0,1] s<t — [f(s)—f(0)] < Ls|
<VL>0Vvtel0,1] 3s€[0,1] —(s<t — [f(s)—f(0)] < Lls|)
< VL>0VvVtel0,1] Is€0,1] s<t A [f(s)—f(0)] > L]s|
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